TD 17 — Electromagnétisme Correction

» Champ électrostatique

BLAISE PASCAL
PT 2019-2020

Exercices

Exercice 1 : Sphére uniformément chargée [O1]|X1|®]

La densité de charge étant par hypothése uniforme,

4
q= §7TR3 p d’ou p=

Figure 1 — Sphére uniformément chargée.

> Le plan de la feuille engendré par les vecteurs €, et € est un plan de symétrie de la distribution de charges
contenant M. On en déduit que E(M) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante E,, est nulle.

> De méme, le plan orthogonal  la feuille engendré par les vecteurs €, et €, est un plan de symétrie de la distribution
de charges. On en déduit que E (M) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante Ey est nulle.

> Finalement, la seule composante non nulle est la composante radiale :

N’importe quel plan contenant le point O est plan de symétrie de la distribution de charge. La seule possbilité
pour que E(O) appartienne simultanément & tous ces plans est d’avoir

Le choix du systeme de coordonnées et I’étude des symétries a été mené dans les questions précédentes.

e Invariances : la distribution de charges est invariante par toute rotation autour du point O, donc E (M) ne dépend
pas des coordonnées angulaires 6 et ¢ : N
E(M)=E.(r)eé,.

° Théorém_t)a de Gauss : on choisit comme surface de Gauss la sphere de centre O passant par M, et donc de rayon r.
Le flux de F sortant de cette surface vaut

ﬁgG F.ag— #(Er(r) 2.) - (dSE,) = Bu(r) x mr2.
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La charge intérieure est

C?nm = 3 . }ggq

4
§7rR3,0 =q sir>R
D’apres le théoreme de Gauss, on conclut
>sir<R: .
T q N = q T
47 E = —— d’ E(r<R)=-——=%¢€,.
mr°Ey(r) o ol (r ) pro—s €
>sir>R:
q N 2 q —
Arr?Ep(r) = = & E(r>R)=——7%,.
mr° By (r) - ou (r>R) Treor? €

Le champ obtenu pour r > R est identique a celui créé par une charge ponctuelle ¢ placée au centre de la sphere.

| Attention & ne pas oublier la disjonction des cas r < R.

Exercice 2 : Noyau atomique [@2]%2]

La charge totale contenue dans le noyau est égale a Ze, c’est-a-dire

Ze = /// pdV = /// p(r)r?dr sin @ df dy
noyau noyau

On peut alors séparer I'intégrale triple,

a 2 T 2
Ze:pox/ <1—T2>r2dr></ sin 6 df x dep
0 a 0 0

=4

La valeur 47 se retrouve trés rapidement en raisonnant par analogie avec le volume d’une spheére de
rayon R,
R T 27 }%3
V=/ r2dr></sin9d¢9></ dp=— X 4m.
0 0 0 3

Il vient alors

et finalement

15 Ze

Pozgag,o

On se place en un point M quelconque ou 'on calcule le champ électrique, voir figure 2.

€

e
@

Figure 2 — Noyau modélisé par une distribution volumique de charge.

e Invariances : la distribution est invariante par toute rotation autour du point O, donc le champ ne dépend pas
des coordonnées angulaires 6 et .

e Symétries :
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> Le plan de la figure 2 engendré par les vecteurs €, et €y est un plan de symétrie de la distribution de charges
contenant M. On en déduit que E(M) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante E,, est nulle.
> De méme, le plan orthogonal a la figure engendré par les vecteurs €, et €, est un plan de symétrie de la distribution

de charges. On en déduit que E (M) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante Ey est nulle.

On en conclut N
E(M)=E.(r)e,.

° Théorém_(:. de Gauss : on choisit comme surface de Gauss la spheére de centre O passant par M, et donc de rayon r.
Le flux de F sortant de cette surface vaut

ﬁé(}. E-dS = #(Er(r) ér) - (dSe,) = E.(r) x mre.

La charge intérieure pour r < a s’obtient par un calcul quasiment identique a la question précédente :

3
in =4 - " i3
Qint(r < a) 7Tp0<3 5a2>

Pour r > a, on obtient directement
Qint(r > a) = Ze.

D’apres le théoreme de Gauss, on conclut

>sir<R:
15 Ze [ 13 rd - 15 Ze r r3
Anr?E(r) = = [ — — — d’ot Er<a)=—"-|——-—1]%¢.
B (r) 2 g <3a3 5a5> o (r<a) 8mepa? <3a 5a3> c
>sir>R:
- A
472 B, (r) = % d’on E(r>a)= ﬁ?ﬁ.

Tracé a faire.

On constate que le champ obtenu pour r > a est identique a celui créé par une charge ponctuelle Ze placée au
centre de la sphere. Cela n’est pas surprenant car les deux distributions de charge présentent les mémes symétries et
invariances, et la charge contenue dans une spheére de rayon r > a est dans les deux cas égale & la charge totale du
noyau.

Exercice 3 : Deux cylindres concentriques [O2]|X2|®]

Soit M un point quelconque de I'espace. L’étude est évidemment menée en coordonnées cylindriques, voir figure 3.

-
am==" SEeay
- ~

Figure 3 — Distribution de charge a deux cylindres concentriques.

e Invariances :
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v

la coordonnée z ;

> La distribution de charges est invariante par toute rotation autour de I'axe Oz, donc E (M) est indépendant de la

coordonnée angulaire # autour de cet axe.

e Symétries :

> le plan de la figure _3) engendré par les vecteurs €, et €p est un plan de symétrie de la distribution de charge
contenant M, donc E(M) est inclus dans ce plan, ce qui impose E, =0;

>

distribution de charges, donc Ey = 0.

> Finalement, il reste

Théoréme de Gauss :

v e

orthogonales & ¢, distantes de h.

> Le flux de E sortant de cette surface vaut

# E-dS = / E. 2, -dS¢e. + // E, %, -dS¢, +/ E, @, (—dSe.) =0+ 2arh E, (r) +0.
b haut latérale bas

v

La charge intérieure contenue dans cette surface dépend du rayon :
— sir < Ry :

,
Qint = ///p(r)rdrd@dz = —/ arrdr X 2mh = —27rah%.
0

Dans ce cas, on a d’apres le théoreme de Gauss

ar? _,

E)('I" < Rl) = 7¥ (%
0

— si Ry < r < Rg, un calcul identique au précédent donne directement

R 3
Qint = —2mah—-
3
et d’apres le théoréeme de Gauss,
R 3
E)(Rl <T<R2):_a L ‘:"
3€0T

— sir > Ry il faut également prendre en compte la charge surfacique portée par le cylindre creux, donc

R3
Qint = —QWQh?l + 27 Rsh o,

et alors d’apres le théoreme de Gauss

+ O'RQ) E)r

e Enr =R, :
aR?

B 380

aR?

E.(r=Ry) = et Er(r:Rf) = —

Le champ électrique est continu en r = R;.

e Enr =R, :
_ OLng
360R2

Ainsi, le champ électrique est discontinu en r = Ry. La discontinuité vaut

E.(r=R;) = o

_ o
B (B3) = Bn(By) =

ce qui est conforme a la relation de passage au travers d’une interface portant une charge surfacique.

[®) ov-nc-sa | 4/9

1 R?
et E(r=R})= <—O‘ 1

La distribution de charges est invariante par toute translation le long de I’axe Oz, donc E (M) est indépendant de

le plan perpendiculaire & la figure 3 engendré par les vecteurs €, et €, est également plan de symétrie de la

La surface de Gauss ¥ est un cylindre passant par M, donc de rayon r, et fermé par deux surfaces planes

3

_ _aRl2
350R1 n

360

+ O'RQ)
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Rappelons que seu]e_s> les charges surfaciques peuvent provoquer des discontinuités de champ électrique.
La composante de E tangentielle a la surface est toujours continue, mais la composante normale est
discontinue.

Voir figure 4.

Figure 4 — Champ créé par deux cylindres concentriques. On suppose pour ce tracé que o Ry > aR?/3.

Annales de concours

Exercice 4 : Profil de masse volumique au sein de la Terre [oral banque PT | ¥ 3 | %8 2]

Cette relation est ’analogue gravitationnel du théoréme de Gauss, avec § <+ E, G < —1/4meg et Mint <> Qint
charge électrique contenue a l'intérieur de la surface de Gauss.
Supposons la masse volumique uniforme,

4
My = gwpoRﬁ

Raisonnons une sphere de rayon r. Pour cette sphere,

# —g(r)@, - dSTU, = —47r? g(r)

et
M+ sir > Rr
Min - 4 3
! gwpor?’ = MT%% sir < Rrp

Ainsi, d’apres le théoréeme de Gauss gravitationnel,

Q—T Si’/‘>RT

sir < Rpr

L’allure de g(r) est représentée figure 5.

A partir de la question précédente, on trouve

Mr

—2
R71%29,8m~s .

go=g(Rr)=G

Raisonnons toujours sur une sphere ¥ de rayon r. La masse My (r) contenue dans cette sphere vaut

r ™ 2T
M (r) = ///p(r') dV = ///p(r’)r'zdr’ sin 6 df dy z/ p(r') dr’ x / sin 6 df x doy .
0 0 0

=4
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Figure 5 — Champ de pesanteur au sein de la Terre dans le modéle de masse volumique uniforme.

é & & Attention ! La coordonnée 6 des coordonnées sphériques n’est définie que entre 0 et w!!

La valeur 4w se retrouve trés rapidement en raisonnant par analogie avec le volume d’une sphére de
rayon a,
R T 27 R?,
V:/ r2dr></sin0d9></ dp = — X 4m.
0 0 0 3

D’apres le théoreme de Gauss gravitationnel,
—4nr? g(r) = —4nG x 4w / p(r)r’?dr’ soit  r? = 47rg/ )r'2dr’ .
0

Pour obtenir p(r), on peut alors dériver cette relation par rapport a r,

d

1
dr 2

(r2g(r)) :

Q‘Q

(r*g(r)) = 4xGr?p(r) soit p(r) = %

Rappelons que pour une fonction f quelconque on a

/0 " @) def = F(z) — F(0)

avec F' une primitive de la fonction f. Par dérivation, on trouve bien

% (/j fa) dx’) =F'(z) = f(z).

Le raisonnement mené ici revient ni plus ni moins a redémontrer I’équation « de Maxwell-Gauss »
gravitationnelle dans le cas particulier de la symétrie sphérique,

divg = —4nG p(r) .

On peut alors reconstruire la fonction p(r) par morceaux.
> pour 0 < r < Ry, g(r) = Ar avec A une contante. Comme

g(r=Rn) = ARN = go alors A=
Ry

On en déduit

390
47rgRN

1 d 1 3r2
— (r2w> = " 90 soit p(0<r < Ry)=

plr) = 4wGr2 dr Ry 4w Gr? x Ry

On peut vérifier la cohérence avec la premiére question : une masse volumique uniforme correspond
a un champ qui évolue linéairement.
> pour Ry < r < Ry, g(r) = go = cte, donc

1 d 1 . 90
p(r) 4wGr2 dr ( go) 4rGr2? X “rgo SOl pllin <r < Br) 2rGr

> enfin, pour r > Ry le champ g(r) décroit proportionnellement & 1/r? donc r?g(r) est constant, ce qui donne une
dérivée nulle et
p(r) =0

.. ce qui était un peu évident : il n’y a plus de matiere pour r > Rp.

@) v-ncsa | :
—( BY-NC-SA 6/9 Etienne Thibierge, 16 janvier 2020, www.etienne-thibierge.fr


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

Correction TD 17 : Champ électrostatique Blaise Pascal, PT 2019-2020

Exercice 5 : Champ électrostatique dans une cavité [oral banque PT | ¥ 2 | %2 | @]

Cf. exercice 1 : E = E(r)&,.

Cf. exercice 1 : d’apres le théoréeme de Gauss,

RS
E)(r) = ﬁ €. pourr >R
E(r) = %?r pour r < R

Par définition,

dv

E= —gradV soit E,=——
dr

On intégre alors pour trouver V(r) sachant que le potentiel est nul & I'infini, et continu en r = R.
> Pour r > R :

R3 R3
VesR =114 =7F
3507" ~~ 3€0T
CL
> Pour r < R :
2
pr
Viry=———+8B
(r)=—% s
et par continuité en r = R on a
R2 R2 R2 R2 R2
(R) = -2 - Py p=Pt P _ P
~~ bgg ~~ 3¢ 3e0 6eg 2e0
sol continuité

et finalement

V(r<R)=2" (RQ—TQ>.

2¢0 3

On peut considérer la cavité creuse comme étant la superposition de la sphere précédente avec une seconde
sphére de densité volumique de charge —p. D’apres le principe de superposition, le champ total est la superposition
des champs créés par chaque sphére. Ainsi,

> pour v < R :

> pour R <r<R:

= pr . pR® _  p R”\
E(M)=— r r= 5 - 5 -
( ) 360 € 3807“2 € 380 (T €

> pour r > R :

N 3 13
B(M) = pR® . pR

_ A p(R® — R")
3eor2 " 3egr?

€r .

ol

3eor?

Appliquons de nouveau le principe de superposition, en tenant compte du fait que les centres des spheéres ne sont
plus confondus :

_ /
E(M) =122, - -2
380 360

— —
avec 1€, = OM et '€, = O'M, soit

E)(M):g—;(O—M)fO’M) done E(M):abff/.

Le champ est uniforme dans la cavité, d’autant plus grand que les centres sont éloignés.
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Exercice 6 : Nuage d’orage [oral banque PT | @ 2 | 38 3]

L’exercice est d’une difficulté somme toute raisonnable, mais il est surtout beaucoup trop long et trop
calculatoire pour un oral.

Le phénomene d’influence est la modification de la répartition des charges dans un conducteur sous l'effet d’un
champ extérieur : les charges © a la base du nuage attirent les charges @ se trouvant dans le sol et repoussent les
charges &. Le schéma suppose implicitement qu’elles sont suffisamment loin et elles ne sont pas représentées.

Tout plan passant par M et contenant le vecteur u, est plan de symétrie de la distribution de charges, donc
plan de symétrie du champ. Le champ est inclus dans l'intersection de tous ces plans de symétrie : il est donc porté

N
par u,.

On utilise le théoreme de Gauss appliqué a une surface cylindrique de section .S, située entre z = 0 et z quelconque,
sachant que d’apres I’énoncé (mesures en ballon sonde) E(0) = 0. Ainsi,

E-dS = / 'ez+/ E.d_s’+/ E(z)-dSe, = SE(z).
# bab\v’ ) lati/o_/ haut () ()

> pour 0 < z < h : Qint(2) = pso1Sz donc

E(0<z<h)="27
€0
> pour h < z < hy : Qint(2) = pso1Sh donc
Blh<z<hy)="Lo"e
€0

> Pour h; < z < hg, commencons par exprimer la densité volumique de charge a I'intérieur du nuage : elle est de la
forme p(z) = Az + B avec p(h1) = —pg et p(h2) = py d’out

p(2) = 22 (=  2ho)

Ainsi,

2p0 2[)0 S h2
int = PsolSh — 2hg)Sdz = pso1Sh ————2h —h .
Q t P 15 + Al H (Z O)S Z=p 1S + H 9 B ()(Z 1)

et donc

1 2 h{ —
E(hy <z <hy) = [ S(}{ (2% — 4ho2) + {Psolh 1'30 <21 B 2h0h1>” e

> pour z > hy : il suffit de remplacer z par hy dans I’expression précédente.

Comme on connait directement ici la valeur du champ dans le plan z = 0, il est tout aussi simple

d’intégrer I’équation de Maxwell-Gauss,
dE _

dz e
11 faut dans ce cas penser a justifier la continuité du champ électrique par I'absence de charges surfa-
ciques.

Voir figure 6.

Au milieu du nuage z = hg. En reprenant la question précédente avec pgo) = po,

PO (2 oy 1 2po (h{
Emae = 2% (h2 — 4h2) + = |poh — 222 (2L _open
oo (M °)+go[p° i (2 or

3pohd h  4hoh
_M_,_@ h— L 4 01
€QH €0 H H

3h¢ + hH — h? + dhohy )

sH(
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E(z)

v
N

max

Figure 6 — Evolution du champ électrique dans le nuage.

Or par définition de h et H on a
H

2h() —H = 2h1 soit h1 = ho — E
donc en remplagant hq,

B = 20 —3h2+hH—h2+h0H+H—2+4h2—2h0H =P hH—h(]H+H—2
eoH 0 0 4 0 eoH 4

ce qui donne en fin de compte

H
B =2 ( +h— h0>
€0 4

ATTENTION : calcul a vérifier avant de donner le corrigé, il est surprenant que Ep.x dépende de la
position hg du centre du nuage.

@ Le champ au centre du nuage est donné, et il est inférieur au champ disruptif. Ce donc n’est pas comme c¢a
qu’apparait la foudre. Le champ disruptif est en fait atteint au niveau d’une pointe, comme un arbre, un clocher ou un
paratonnerre : c’est la que le champ disruptif est atteint, et I’éclair permet de vider le nuage des charges accumulées.
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