Mécanique 7 — Cours Langevin-Wallon, PTSI 2017-2018

Mouvements dans un champ de force
central et conservatif

Il - Nature des trajectoires
1.2 - Quelques mots sur les coniques

Ce paragraphe compléte (ou est complété par) 'animation Geogebra mise en ligne sur le site de la
classe. Les seules notions au programme concernent la définition d’une ellipse en terme de grand et
petit axe et d’équation cartésienne.

A Considérons dans un plan une droite A et un point F' ¢ A. On appelle
conique de droite directrice A, de foyer F' et d’excentricité e > 0 'ensemble
des points M du plan tels que la distance de M a F soit égale a la distance
de M & A multipliée par e : d(M,F) = ed(M,A). La nature de la conique
change en fonction de I'excentricité,
> e =0: cercle;

> 0 <e<1:ellipse, courbe fermée;
> e = 1 : parabole, courbe ouverte « fermée a 'infini » ;
> e > 1 : hyperbole, courbe ouverte comportant deux branches.

Les différentes coniques sont représentées sur la figure ci-dessous : un cercle, en
vert ; deux ellipses d’excentricité respective 0,3 et 0,6, en bleu; une parabole,
en violet ; et les deux branches d’une hyperbole d’excentricité 2, en rouge.

Toutes les coniques sont décrites en coordonnées cartésiennes par des équations de degré 2 au plus, de la forme
ax® + bxy + cy® + d = 0. En particulier :

2 2
, x
R b > Equation cartésienne d’un cercle de rayon R de centre O : V2 + % =1
, z2 2
R a > Equation cartésienne d’une ellipse de centre O : — + ohe 1 ou a est le demi grand

axe et b < a le demi petit axe de ellipse.

En coordonnées polaires, toutes les coniques sont décrites par une équation de la forme

p

)= ——M—
() 1+ ecost

ol e est ’excentricité de la conique et p > 0 est appelé parametre de la conique et décrit qualitativement sa taille.

1.3 - Nature de la trajectoire pour une interaction newtonienne répulsive

e Exemple de situation

Force de Coulomb entre deux charges de méme signe, gy placée en O et la particule-test de charge g placée a
distance r.
LY 1?1 qu

= E = — _
dmeg T . .ot (7) 2m r2  Admeg 7

- 1
F(r P93

- 4dmeqy 12 h Ey(r)

e Signe et variations

E, o est toujours positive et décroissante, voir figure 1.

e Domaine accessible a la particule

Espace 1
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Ep,cff

Tmin

Figure 1 - Energie potentielle et trajectoire. Cas d’une interaction newtonienne répulsive

Espace 2

Plus de calculs permettraient de montrer que la trajectoire est une hyperbole dont le centre de force O est le foyer

extérieur.

1.4 - Nature de la trajectoire pour une interaction newtonienne attractive

e Exemple de situation

Force gravitationnelle entre deux masses, mg placée en O et la particule-test de charge m placée a distance r.

mom _
g Ur -
T

F(r)=-¢

e Signe et variations

> pour r petit :

> pour 7 grand :

> conséquence sur l'allure de la courbe :

2
Ce minimum est atteint en rp = —.

moeG

mom 1 C? mom
E,. = -m— — .
, s P, H(T‘) 2m 7’2 g ,

Espace 3

Espace 4

Espace 5
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e Cas I, > 0 : état de diffusion

La trajectoire suivie par le point matériel M est une branche d’hyperbole dont le centre de force O est le foyer
intérieur, voir figure 2.

Ep et Yy

Figure 2 — Energie potentielle effective et trajectoire. Cas d’une interaction newtonienne attractive avec Ey, > 0.

Comment interpréter que la trajectoire soit bornée pour r petit ?

Espace 6

e Cas E,, =0 : état de diffusion

La trajectoire suivie par le point matériel M est une parabole dont le centre de force O est le foyer intérieur, voir
figure 3.

Ep,cf‘f Yy M(t)

E. Tmin r — (_)‘/ \o(t) T
\/ min O

Figure 3 - Energie potentielle effective et trajectoire. Cas d’une interaction newtonienne attractive avec Ep, = 0.
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e Cas E,, <0 : état lié

La trajectoire suivie par le point matériel M est une ellipse dont le centre de force O est un foyer, voir figure 4.

Ep,cff

Tmin Tmax perigee 0

" 1
B J{/é T'min T'max

Figure 4 — Energie potentielle effective et trajectoire. Cas d’'une interaction newtonienne attractive avec Ey, < 0.

apogée
x

Compléments de géométrie sur D’ellipse : vous devez savoir tracer sans hésiter le schéma de l'ellipse de la
figure 4 et nommer les points particuliers.

Le point de ellipse le plus proche de O est appelé le péricentre ; le point le plus éloigné de O est appelé I'apocentre.

~» Noms usuels en mécanique céleste :

Espace 7

Le demi-grand axe a de l’ellipse est relié aux rayons ry;, au périgée et ry.x a l'apogée :

Espace 8

Cas particulier : E,, = Ey, min.

Espace 9

1l - Attraction gravitationnelle : systeme solaire et satellites

I11.1 - Observations expérimentales et culture générale

e A propos du systéme solaire

Le systéme solaire compte huit planétes, voir page suivante : Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne,
Uranus et Neptune. Ces planétes ont été découvertes dans I’Antiquité, et portent des noms de dieux romains. Le
« cahier des charges » qu'un astre doit remplir pour étre qualifié de planete a été précisé en 2006, ce qui a eu pour
conséquence de reléguer Pluton au rang de « planéte naine ».

Bref historique :

> La notion de systéme solaire a été développée par Copernic au XVI® siecle, puis par Kepler au XVII®. Ces déve-
loppements sont antérieurs (!!) & Pinvention des instruments d’optique : la lunette astronomique de Galilée n’a
été inventée qu’une cinquantaine d’année apres les travaux de Kepler.

> Une confirmation expérimentale est venue grace a Tycho Brahé a la fin du XVI® siecle : ses travaux méticuleux
ont permis d’améliorer la précision d’un facteur 10, et font de lui I'inventeur de 1’observation astronomique.

> Enfin, la théorie de Newton a permis d’interpréter ces observations a la fin du XVII® siecle.

4/12 Etienne Thibierge, 19 mars 2018, www.etienne-thibierge.fr


www.etienne-thibierge.fr

Langevin-Wallon, PTSI 2017-2018

Cours M7 : Champ de force central et conservatif

VIR SOOI P Tk e ST ) de

sappn,  pasi] 2 s iadiay dos- proogs g oy Saedan) pae stespy e e daes s [je e sangesdus) avng waladond Ammaavyd pos) aspluen e e saadd g spuadidy sug poe om sEoepd gesp sy Sopopeg,
£ 1 AR 5] i : i savad fog £C B0 0] £:48 EEE |
O £ {200 5] A Ok P B sdep gita sk gpg iz Pl |1 0911 S'HE o
a1 1 SPHI 309 o6z SOy 9] smakcol B WA POLBE 1'0¢ ] PRI
; uaoapii] S 1 n 4 % 7 :
= ) mmm.._n._._._._.v.n_”Eﬂu [} ) Smoy 7 samad B¢ o [ T £ ENURIT
1 i A A 09 ofi" L6 uzLl o SRl BG'CT Tl @ SILTIN)
=2 1] mmﬂ_mja.ﬂ_.En_u < £79T FINOY G0 EEUERE A £ G 709 5 e
A S <6 oL'9T EEYY A FRT 04D T's6 8970 56 anaeg
b= A uwn_::..u&:..nu © v SO giit sIEad 5 1% 5 Filc Lt i aoqiddn
L S .._ﬂw._..__.__.,e_m_._rvmnm AT al’E WO E6G E 611 L3 | R1E it L [ g |
UM T SR S5 WA HULE ol 5T e LU R saead gy ERE 1o 6L 5t A SRy
oN I S[EIANE {20 062 SET SO EEEr  walgpl 78S 00°1 8L6%9 00'1 . e
ON 0 S[EIAL S0y A 0FL ALl skepepr slepgIT TS i 1E0°Y €220 . ST
’ (] § 001 . = . P e i . ‘
) BRI sARD O A (3 ( i . Aimaza
vk i f EH R (42PN DO A7 pogg PP &ie i¥s L0 L1155 LAED "

Etienne Thibierge, 19 mars 2018, www.etienne-thibierge.fr

5/12


www.etienne-thibierge.fr

Cours M7 : Champ de force central et conservatif Langevin-Wallon, PTSI 2017-2018

o Lois (expérimentales!) de Kepler

Loi des orbites :

Espace 10

Loi des aires :

Espace 11

Loi des périodes :

Espace 12

111.2 - Etude des trajectoires circulaires

a) Pourquoi se restreindre a ces trajectoires ?

Un tableau récapitulatif des excentricités des trajectoires des planétes du systéme solaire est représenté ci-dessous.

Planete | Mercure Vénus Terre Mars Jupiter Saturne Uranus Neptune
e 0,206 0,007 0,017 0,093 0,005 0,055 0,048 0,009

A titre de comparaison, un cercle (en bleu) et une ellipse d’excentricité 0,2 (en rouge, décalée vers la droite) de
méme foyer sont représentés ci-dessous.

~» étudier les trajectoires circulaires donne une bonne approximation et va beaucoup simplifier les calculs.

b) Mise en équation

Exercice C1 : Planéte sur une trajectoire circulaire

On étudie une planéte P de masse m, ayant une trajectoire circulaire autour
Uy du Soleil S de masse mg. Le raisonnement se généralise sans peine a un satellite
autour de la Terre.

U 1 - Définir le référentiel d'étude.

2 - Procéder au bilan des forces. En déduire par un argument énergétique que le
mouvement est uniforme, sans chercher a exprimer la vitesse pour le moment.

3 - Déterminer la vitesse par application du théoréme de la résultante cinétique.

4 - Exprimer la période de révolution, et en déduire la troisieme loi de Kepler pour
une trajectoire circulaire.
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o Référentiel :

Espace 13

e Bilan des forces :

Espace 14

Conséquence : le mouvement du centre de masse est uniforme.

Espace 15

e Théoréme de la résultante cinétique :

Espace 16

Un mouvement circulaire autour du Soleil est uniforme, la vitesse dépend du rayon de la trajectoire.

s’agirait de la vitesse dans le référentiel géocentrique, différente de celle dans le référentiel terrestre.

Remarque 1 : cohérent avec la conservation du moment cinétique,
— . —
L = mR?*0W, = cte donc

Remarque 2 : mettre un satellite artificel en orbite sur une trajectoire circulaire demande donc un
excellent controle de la vitesse de satellisation, tant en direction qu’en norme.

Remarque 3 : Attention a ne pas confondre : un mouvement elliptique n’est pas uniforme.

Espace 17

e Troisieme loi de Kepler :
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Espace 18

Généralisation : on admet que cette expression est également valable pour une trajectoire elliptique en remplacant
le rayon R par le demi-grand axe a.

Pour un corps en orbite elliptique de demi grand axe a autour d’un astre attracteur de masse my,

T2 e L o
— = — indépendant du corps en gravitation.
ad  meG

Remarque :

Historiquement, c’est grace a cette loi que les distances entre le Soleil et les planétes ont pu étre estimées
pour la premiére fois. De tels calculs sont rendus trés complexe par le grand nombre d’inconnues.

Historiquement toujours, ce sont des vérifications expérimentales de cette loi qui ont permis de prouver
que la masse m intervenant dans la quantité de mouvement est bien égale a la masse m intervenant
dans la force de gravitation ... ce qui n’a a priori rien d’évident !

c) Comparaison aux observations

50t This zoomout box makes
S ) Mars .= it easier to see the data
) . Earth |
% .. Notice that planets close to the Sun R Hh points for the inner planets.
< 40r | “* move at higher speeds . . . 1000+ |2k t it e
i i — iz b5 o)
b bt 3 “o 800} L i ‘
S 30 Earth ... while planets farther from the b 2 ‘
| 3 [
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Figure 5 — Vitesse en fonction de la distance au Soleil. Figure 6 — Troisieme loi de Kepler.

Figures extraite du cours en ligne de Rémy Duperray ... et probablement d’une autre origine.

La figure 5 représente la vitesse orbitale moyenne v des planetes du systeme solaire en fonction de leur distance
moyenne au Soleil d, exprimée en unités astronomiques (AU, astronomic unit). Par définition, 1 AU est la distance
moyenne Terre—Soleil. La courbe en trait plein est une modélisation par la fonction v = /G mg/d.

La figure 6 représente le carré de la période de révolution des planeétes du systeme solaire en fonction du cube
de leur distance moyenne au Soleil, exprimée en unités astronomiques (AU, astronomic unit). On obtient une droite
passant par l'origine, signe que la troisiéme loi de Kepler est bien vérifiée.

111.3 - Vitesses cosmiques

On se concentre désormais sur un satellite autour de la Terre.

a) Energie mécanique d’un satellite en orbite

Exercice C2 : Energie mécanique en orbite circulaire

Considérons un satellite de masse m en orbite circulaire de rayon R autour de la Terre de masse mg. Exprimer son
énergie mécanique dans le référentiel géocentrique en fonction des données et de G. Commenter son signe.
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Espace 19

Généralisation au cas d’une trajectoire elliptique : ni F; ni E, ne sont des constantes du mouvement, qui est
plus rapide et plus pres au périgée qu’a 'apogée, mais il demeure bien slir conservatif.

~» on admet que l'expression de E, se généralise en remplagant le rayon R par le demi-grand axe a,

Ep =

Gmgm
2a

Conséquence : le demi-grand axe de la trajectoire du satellite est entierement déterminée par I’énergie mécanique qui

lui est communiquée initialement.

b) Vitesse minimale de mise en orbite basse : premiére vitesse cosmique

e Approche qualitative

The faster you run from the tower,
the farther you go before falling to Earth.

Using a racket to gain-«....
enough speed, you
could continually

“fall” around
Earth; that is,
you'd be in
orbit.

Not to scale!

Imaginez que vous sautez d’une tour en prenant de
I’élan. Plus vous courez vite sur le tremplin, plus vous
retombez loin. Si vous courez suffisamment vite (ou que
vous vous aidez d’une fusée), vous irez tellement loin
que vous retomberez continuellement « & coté » de la
Terre : vous serez en orbite autour de la Terre.

Ainsi, on peut dire que la Lune et les satellites
tombent en permanence sur Terre ... mais a coté, ce
qui a inspiré cette phrase a Paul Valéry : « Il fallait
étre Newton pour s’apercevoir que la Lune tombe alors
que tout le monde voit bien qu’elle ne tombe pas. »
(1939).

Figure extraite du cours en ligne de Rémy
Duperray ... et probablement d’une autre origine.

On appelle premiére vitesse cosmique, notée vy, la vitesse minimale & donner a un satellite
pour le mettre en orbite basse circulaire autour de la Terre.

~ si v < vy, le satellite retombe sur Terre.

e Expression

Exercice C3 : Premiére vitesse cosmique

Déterminer la premiére vitesse cosmique terrestre en raisonnant sur une orbite circulaire de rayon R = Rt+h ~ R,

ce qui revient a négliger I'altitude du satellite.
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Espace 20

e En pratique

L’intérét des orbites basse est une communication rapide entre le satellite et la Terre, ainsi qu’'une bonne résolution
des instruments d’observation. Cependant, les frottements atmosphériques rendent les orbites d’altitude inférieure a
environ 200 km inutilisables : celle de I'ISS est elliptique, comprise entre des altitudes de 330 et 420 km.

c) Vitesse de libération : deuxiéme vitesse cosmique

On appelle vitesse de libération ou seconde vitesse cosmique, notée vy, la vitesse minimale
qu’il faut communiquer & un satellite depuis la Terre pour qu’il puisse quitter Iattraction gravitationnelle.

Exercice C4 : Seconde vitesse cosmique

1 - Rappeler la valeur minimale d'énergie mécanique permettant a un satellite d’atteindre un état de diffusion.
L'interpréter physiquement.

2 - En déduire I'expression de la seconde vitesse cosmique.

Espace 21

Remarque : pour obtenir une satellisation en orbite liée, le satellite doit avoir une vitesse initiale vy <
vy < Vg, ce qui laisse peu de marge.

111.4 - Satellites géostationnaires

On appelle satellite géostationnaire un satellite artificiel qui reste constamment au dessus d’'un méme point
de la surface terrestre : il est immobile dans le référentiel terrestre.

Objectif du paragraphe : étudier le mouvement d’un tel satellite.

é & & Attention ! Comme on s’intéresse & des mouvements ol la rotation de la Terre n’est pas négligeable, le
référentiel terrestre n’est pas galiléen : il faut mener ’étude dans le référentiel géocentrique.

Remarque : On se rend compte d’un probléme rien qu’en essayant d’écrire le TRC dans le référentiel
terrestre ...
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Exercice C5 : Satellite géostationnaire

1 - En raisonnant par I'absurde, montrer que le mouvement du satellite se fait nécessairement dans le plan de I'équateur.
2 - Montrer qualitativement que la vitesse angulaire du satellite est nécessairement constante.
3 - Déterminer la période du mouvement du satellite.

4 - En déduire que la trajectoire est un cercle et déterminer son rayon, puis |'altitude du satellite.

e Plan de la trajectoire

Rappel : par conservation du moment cinétique, on a déja montré que la trajectoire du satellite est nécessairement
plane, dans un plan qui contient le centre de masse de la Terre.

trajectoire du satellite

Espace 22

Le plan de 'orbite géostationnaire coincide avec le plan de 1’équateur.

e Vitesse angulaire

Espace 23

e Période du mouvement

La période de rotation propre de la Terre est appelée jour sidéral, de durée légerement différente d’un jour
solaire (24 heures).

~

Espace 24

T,
/@9 \
A

[
i
WS

Figure 7 — Notion de jour sidéral.
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En 24 heures, la Terre parcourt un angle 27 + « ou « est I'angle dont elle s’est déplacée sur son orbite autour
du Soleil, ¢’est-a-dire (1/365,25)° de tour (le 0,25 tient compte des années bissextiles). Le jour sidéral est défini
lorsqu’un point a la surface de la Terre parcourt exactement 27. Comme le mouvement est uniforme, on en déduit la
durée d’un jour sidéral,

om 2 2
T_ETEO b Tag= —" T =23 h 56 min 04 .

Q = =
Tiia Tso1 21 + «

La période du mouvement d’un satellite géostationnaire dans le référentiel géocentrique
est égale a la période de rotation propre de la Terre, c’est-a-dire un jour sidéral.

e Rayon de I'orbite et altitude du satellite

Montrons que 'orbite est circulaire.

Espace 25

Déterminons son rayon.

Espace 26

Numériquement,
R =42164km soit h=R— Rp=35786km.

e Conclusion

Un satellite géostationnaire est fixe dans le référentiel terrestre.
Dans le référentiel géocentrique, I'orbite géostationnaire est circulaire, & I'altitude h ~ 36 - 103 km,
parcourue a vitesse constante avec une période T' ~ 24 heures.

e En pratique

L’orbite géostationnaire a énormément d’applications dans le domaine des télécommunications, bien qu’elle pré-
sente 'inconvénient de ne pas desservir directement les poles et d’étre éloignée de la Terre, ce qui implique que le
temps de communication est perceptible.

Plus de 300 satellites s’y trouvent, elle est donc tres encombrée, et directement gérée par ’'Union Internationale
des Télécommunications, qui dépend de 'ONU. La précision imposée sur la position du satellite est inférieure a
50km, et 'exploitant doit retirer son satellite de I'orbite lorsqu’il est en fin de vie.

La durée de vie des satellites vient principalement des perturbations qui peuvent dévier le satellite de son orbite.
Il dispose alors de réserves de carburant pour y revenir, et se trouve en fin de vie lorsque ses réserves sont épuisées.
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