B DM 13 - a rendre lundi 3 février Correction

» Conduction thermique

BLAISE PASCAL
PT 2024-2025

Température de contact

A - Préambule

On a montré en cours que
D=—.
pe
1

Raisonnons en termes d’unités du systéme international, sachant que 1W =1J-s7",

A J.s7l.m™t.K!
[lle] kg m 3 xJ.-K! kg

[D] = soit ‘ [D] =m? s~ 1.

Numériquement,

Dpean = 7,5-1078m? . 571 Dier =2-107%m? - 71 Diois =2-107"m? - s7 1.

Puisque £ dépend de D et t, c’est qu’il existe deux exposants p et ¢ et une constante sans dimension k£ ~ 1 tels
que £(t) s’écrive sous la forme

L(t) = kDPte.
Dimensionnellement,
[(] =1x [D]P x [t]? soit m=m? .sP x !
La relation n’est homogeéne que si p = ¢ = 1/2, d’olt en prenant k = 1

Numériquement, on trouve

lpean = 1,5mm Lacier = 2,5 cm lhois = 2,5mm .

Supposer un milieu semi-infini signifie que son épaisseur est trés supérieure a la longueur ¢ : méme si cette approxi-
mation n’est pas complétement pertinente dans tous les cas, elle permettra néanmoins de comprendre physiquement
la situation de maniere raisonnable.

B - Premier modele : hypothése quasi-stationnaire

L’équation de la chaleur en trois dimensions s’écrit

T PT  PT 19T

Al =n " oe T2 " Dar

Dans le cas d’'un milieu unidimensionnel en régime stationnaire, 7' ne dépend que de z, et ’équation de la chaleur
devient

d2T
S —o.
da?

Par double intégration, on en déduit le profil de température
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Dans le milieu 1, les conditions aux limites s’écrivent
T(.’E:O) = TO = Bl et T(x:—€1) = T1 = _Algl +Bl
CTL eXTPY (;TL eprr

d’ott on déduit
A — To—T1
1= —

et ainsi

To— T

T 0,t) =1, _—
(x <0,t) o+ A0 x

De méme, dans le milieu 2,

T({E_O) =Ty = Bs et T(l‘:ég) = Ty = Ayly + By
CTL e)jpr JL e);rpr
d’ott on déduit T
A, — 1— 40
2=
et ainsi
T —1Th

T(l‘>0,t> =Ty +

2109

@ La continuité de la température en z = 0 se résume a Ty = Ty et n’apporte donc rien d’intéressant : en fait, on
I’a déja utilisée comme condition limite pour déterminer le profil de température. La continuité du vecteur densité
de courant thermique s’écrit a une dimension

oT

oT
i (r=0" 1) = i (r=0T" i A —(2=0".1) = -Xo— (=07
Jz(x=07,t) = j,(x=07",1) soit A1 o (x=07,1) A2 o (x=0",1)

et ainsi

To-T1 | T2 —Tp
MmN he

Or dans un matériau donné

A A VApe

£
0 [ ViV
pc

En simplifiant par v/¢, ’équation de continuité peut se réécrire

E\(To —Th) = Ex(T> — Tp)

(Ey 4+ E2)Ty = ETy + E>Th

BTy + ExTy
Fi+ Es

Ty =

On trouve

TO,acier =7°C et TO,bois =23 007

ce qui est conforme a ’observation, le bois est plus chaud au toucher que l'acier car la température de contact est
plus élevée.

Le schéma équivalent est représenté figure 1.

R 5 R
—— 11
T T[)i TQL

Figure 1 — Schéma électrique équivalent.

Les deux résistances sont montées en série et forment donc un pont diviseur de tension. Ainsi, en convention récepteur

T — Ty Ry

T\ —T» Ri+Ry

@) v-ncsa | »
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La loi des noeuds en potentiel appliquée au noeud central conduit également au résultat,

=Ty To-Ty

=0.
Ry Ry

On en déduit

Ry
Ri+ Ry
. (R1 + RQ)Tl — Rl(Tl — Tg)

Ri + Ry
. R>Th + RT5
R +R

To=T1 - (Ty — T>)

Or pour une paroi plane

¢ VDt Vi Vi

R=35 7 25 ~S/ae SE-

8 —

.

1
En injectant dans 1'expression de Ty et en simplifant par v/#/.S,

Ty n b
E2 E1 El E2

Th =

0 i—ki ><E1Ez
£, E

T_E1T1+E2T2

0 — E1+E2 )

ce qui est bien le résultat préalablement établi.

C - Second modeéle : résolution analytique de I’équation de la chaleur
@ On constate de maniére évidente que f;(x=0,t) = 0. Ainsi,
T(x=0",t) =Ty = A+ Bx0 donc A="Ty
(jTL e);rpr

puis
T(x%foo,t)?Tl?AfB:TofB donc B=Ty—-Ty
CL  expr

si bien que

| T(z < 0,t) = Ty + (T — T) fi(w,1) |

Enfin, pour vérifier que la solution proposée est bien compatible avec la condition initiale, placons nous en un x < 0
quelconque et faisons tendre ¢ vers 07 de facon & avoir

% d’ou lim fi(x,t) =—1.
t—0t

V2D;t
On trouve alors

lim T(x <0,t) =Ty — (To — T1) =T1,

t—0t

ce qui est bien la condition initiale donnée.

On trouve de méme C' = Ty, puis

T(.%‘)*FOO,t)?TQ?Cﬁ*D:T()*FD donc D=T,-Tp

CL  expr

et ainsi

| T(z > 0,1) = Ty + (Th — To) fo(x,1) .|

On sait que
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Ainsi, en appliquant la formule de dérivation d’une fonction composée,

of, 2 @

X r X € m2 2 e $2
= — — | — X _ = X —
dr & 0z \V2Dil P\ oDt 7Dt “P\ T 2Dy

Par conséquent, en se plagant en z = 0,

Ofi

[ 2
or (l':O,t) - 7TD7;t ’

La continuité du vecteur densité de courant thermique s’écrit comme a la question 6

oT oT 2 2
M—(x=0",t) = Ag—(x=0",¢ it A (Ty —T; = Mo (T3 — Tt
1 (.’,E 0 y ) an (:IE 0 s ) SO1 1( 0 1) X 7TD1t 2( 2 0) X 7TD2t

ox

Sachant que A\/v/D = /pch = E,
Er\(To —Th) = Ex(Tz — To)

ce qui ramene exactement a I’équation de la question 6, qui se résout en

7 _ BT+ BTy
0 By + B,

Au final, I'expression de la température de contact Ty en fonction des effusivités ne vient que de la condition
aux limites, c’est-a-dire de la continuité du flux thermique en x = 0. Les deux modeéles prédisent des profils de
température nettement différents dans les matériaux ... mais qui prévoient le méme flux en z = 0, et donc la méme
température de contact. La figure 2 illustre ces aspects.
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Figure 2 — Profil de température dans les matériaux. Le profil approximé dans ’hypothése quasi-stationnaire est
représenté en bleu, le profil exact en rouge.
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