Fiche outil

» Analyse vectorielle

BLAISE PASCAL
PT 2022-2023

Notations : dans toute cette fiche,
> f désigne un champ scalaire, c’est-a-dire une fonction R® — R qui & tout point M de l'espace (trois
coordonnées réelles) associe un nombre réel ;
> A désigne un champ vectoriel, c’est-a-dire une fonction R3 — R? qui & tout point M de I'espace (trois
coordonnées réelles) associe un vecteur.
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Au programme

Extrait du programme officiel : appendice 2 « Outils mathématiques », bloc 1 « Analyse vectorielle ».

Le theme « analyse vectorielle » n’a pas fait I’objet d’une rubrique en premiere année, les expressions des diffé-
rents opérateurs introduits sont exigibles en coordonnées cartésiennes. Les expressions des opérateurs en coordonnées
cylindriques et sphériques et les formules d’analyse vectorielle ne sont pas exigibles ; elles doivent donc étre systéma-
tiquement rappelées.

Notions et contenus Capacités exigibles

Gradient. Connaitre le lien entre le gradient et la différentielle.

Exprimer les composantes du gradient en coordonnées carté-
siennes.

Utiliser le fait que le gradient d’une fonction f est perpendi-
culaire aux surfaces iso-f et orienté dans le sens des valeurs
de f croissantes.

Citer et utiliser le théoreme d’Ostrogradski.

Divergence. . . " ,
Exprimer la divergence en coordonnées cartésiennes.

Citer et utiliser le théoreme de Stokes.
Exprimer le rotationnel en coordonnées cartésiennes.

Définir Af = div(grad f).

Exprimer le laplacien en coordonnées cartésiennes.

Rotationnel.

Laplacien d’un champ scalaire.

Exprimer le laplacien d’un champ de vecteurs en coordonnées

Laplacien d’un champ de vecteurs. .
cartésiennes.

Utiliser la formule d’analyse vectorielle r?c)(r?c) Z) =
—_— — —>—
grad(div A) — AA.

En gras, les points devant faire I’'objet d’une approche expérimentale.
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LA - Intégrales de chemin

Notation

/C F(a)de

Signification

Intégrale de la quantité f(M) le
long d’un chemin ou contour C.

| - Intégrales

Variantes et remarques

/ f(M)de : méme chose
A

mais en précisant le début et
la fin du chemin.

Attention, il faut préciser par

une phrase le détail du chemin.

515 f(M)de : méme chose

C
mais le contour est fermé.
Attention, il faut préciser par
une phrase le sens de parcours.

Exemples

Chemin optique
(AB) = / n(M)de
c

Longueur d’une courbe

B
LAB:/ ds
A

/CX(M) -dl

(circulation)

Intégrale de Z(M) -dl le long
du chemin ou contour orienté C.

Vecteur d/ tangent et orienté
dans le méme sens que le
chemin.

Idem.

Travail d’une force
B,
W = / F-de
A
Circulation du champ
magnétique (th. Ampére)
- —
55 B(M)-d¢
c

I.B - Intégrales de surface

Notation

Variantes et remarques

Exemples

//S F(M)ds

Signification

Intégrale de la quantité f(M)
sur la surface S.

ll'; f(M)dS : méme chose

S
mais la surface est fermée.

Expression de la surface :

S:/[;dS

&l

[ ran

Intégrale de la quantité f(M)
sur la surface orientée S.

3 —
Vecteur dS = dS 7 normal a la

surface, orientation a préciser.

Le résultat est un vecteur.

Force de pression :

a:/p@
S

&l

//S A -

(flux)

N
Intégrale de A - (ﬁ sur la
surface orientée S.

Le résultat est un scalaire.

308 e -
A -dS : méme chose mais

la surface est fermée.

Flux du champ électrique
(th. de Gauss) :
E-dS
S
Débit volumique

sz//ﬁ-a?
S

Flux thermique

Intensité // 7 . cﬁ’
S

I.C - Intégrales de volume

Notation

Signification

Variantes et remarques

Exemples

// [ ranav

Intégrale de la quantité f(M)
sur le volume V.

Masse totale

Mz///vpdV

Charge intérieure

Qunt = ///V pdr
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Il - Opérateurs vectoriels

¢ Notations : N

> comme précédemment, f est un champ scalaire et A un champ vectoriel ;

> pour alléger les notations des dérivées partielles, les variables gardées constantes sont sous-entendues;
> on utilise une notation « matricielle » pour les vecteurs :

Ay
A=4,2 44,2, +A.2. < |4,
A,

e Nabla : il s’agit d’une notation symbolique, trés pratique pour retrouver les formules des différents opérateurs
en coordonnées cartésiennes (mais attention, pas pour les autres systémes de coordonnées). Formellement, on peut
I’écrire comme un vecteur dont les composantes sont les opérateurs de dérivation :

0
ox

= def. | O
Ay

0
0z

Nabla ne vient jamais seul, mais s’applique nécessairement & un champ scalaire ou vectoriel.

Remarque : Dans la littérature anglo-saxonne, les opérateurs vectoriels sont systématiquement notés
avec nabla.

Il.A - Expressions en coordonnées cartésiennes

Tous les résultats de ce paragraphe sont a connaitre parfaitement,
¥ ou (pour le rotationnel seulement) & retrouver trés vite.

Opérateur Dep?rt et 2L en L ChlE Le retrouver avec nabla
arrivée cartésiennes
[01] [0]  [of]
s’applique a oz ox ox
Gradient un scalaire
0 = 0 d
grad f retourne un oy oy oy
vecteur g g a_f
LOz | LOz L0z
e
s’applique a or Ay
Divergence un vecteur A, OA dA, oo
div 2 v oy T. A= 2 4 :8Am+8Ay+8AZ
ivA retourne un oz Ay 0z oy Y ox dy 0z
scalaire g A
L0z |
rOA, B 0AyT r O ] rOA, B 0AyT
s’applique & dy 0z or Ay Qy 0z
Rotationnel | un vecteur N
il 04, _ 04, SAdo |2 alal 2|04 _04:
rot A retourne un Oz or dy v o2 or
vecteur 04, A, ol lad |oa, o4,
L Ox oy | L9z | L Ox oy |
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Opérateur D:z?‘:geet Express::c:rltzgiec::::onnees Le retrouver avec nabla
9112
Laplacien s'applique & o
scalaire un scalaire ﬁ . & . ﬁ v 9 I 92 . 92 . 92 ;
Af retourn.e un 0z Oy | 922 oy T\ 922 T oy 922
scalaire 9
0z
0%A, n 0%A 0%A,
Laplacien S,apphque & AA O ayz - — — —
pact un vecteur | — @ PA. PA, A PA A 024
vectoriel AZ = |A4,| = CA Yoy vl = +
X7 retourne un AA Ox? Oy? 022 0x2  0y? = 022
vecteur : D2A.  92A.  9%A.
ox? Oy? 022

I11.B - Expressions dans les autres systemes de coordonnées

11.B.1 - Coordonnées cylindriques : cas général a ne pas retenir

>§r§3f=a—ia+%gz’e+a—£a

B la(rAr) laAg n 0A,
T r o or r 00 0z

A
P (%%_%> _— <8Ar B 8Az> Z0r L (8(7"A9) B 6Ar) .

0z 0z or or 00
11.B.2 - Coordonnées sphériques : cas général a ne pas retenir
> @)fzga+%%%+ﬁ%€;
S T

10 (,0f 1 9 (. 0f 1 9°f
> Af =55, (7“ 8r> 2 smo o0 (Sm959> T 2?6 02

11.B.3 - Deux cas particuliers qui peuvent étre utiles

e Champ scalaire a symétrie cylindrique

Le champ f ne dépend que de la distance r & un axe : cela revient en coordonnées cylindriques & f(r,0,z) = f(r)
seulement, ce qui annule certaines dérivées. Dans ce cas,

— . df _1d [/ df
grad f = 3 et Af_rdr (Tdr>'

e Champ scalaire a symétrie sphérique

Le champ f ne dépend que de la distance r & un point : cela revient en coordonnées sphériques a f(r,0,¢) = f(r)
seulement, ce qui annule certaines dérivées. Dans ce cas,

— . df. 1d [ ,df
df=-"-¢, t Af = — - .
grad f ar © ¢ / r2dr (r dr)

é & & Attention ! L’expression du gradient est la méme dans les deux cas, mais pas celle du Laplacien.
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11.C - Opérateurs et lignes de champ

o Gradient

La définition formelle de 'opérateur gradient indique qu’au cours d’un déplacement élémentaire dmM , le champ f
varie de

df = grad f - dM .

Ce lien entre différentielle et gradient est tres explicite en coordonnées cartésiennes, puisque nous avons défini la
différentielle par
f of of
df = d + ——dy + =dz
f= oy 0z
Cependant, il est bien plus général ... et permet d’ailleurs de retrouver I’expression du gradient dans tous les systemes
de coordonnées connaissant celle du déplacement élémentaire.

En raisonnant qualitativement sur un déplacement élémentaire tel que df > 0 (f augmente), on constate qu’alors
R _
dM et grad f sont « plutét dans le méme sens ». Plus généralement, le gradient d'un champ f est orienté dans le
sens des valeurs de f croissantes.

Si le déplacement élémentaire se fait a f constant, alors df = 0 : on en déduit que le gradient d’un champ f est
perpendiculaire aux surfaces iso-f, c’est-a-dire les surfaces ou f = cte.

e Divergence

De facon schemathue en un point M autour duquel ||AH ne varie pas,
> si div A > 0, les lignes de champ de Z divergent ;
> si div é} < 0, les lignes de champ de A_)convergent
> si div A = 0, les lignes de champ de A ne divergent ni ne convergent : elles sont ou bien paralleles, ou bien
circulaires. N
Ces résultats ne sont que qualitatifs, et ne sont généralement plus vrais si ||A|| varie. Dans ce cas il n’y a pas de
relation générale simple.

¢ Rotationnel

De fagon schemathue en un point M autour duquel ||AH ne varie pas,
> sirot A = O les lignes de champ de A ne s’enroulent pas : elles sont ou bien paralleles, ou bien parfaitement
«en our oursin »c ‘est-a-dire parfaitement convergentes ou divergentes ;
> si tot A jé () les lignes de champ de A senroulent en sens trigonométrique autour de la direction donnée
par rot A.
Ces résultats ne sont que qualitatifs, et ne sont généralement plus vrais si ||AH varie. Dans ce cas il n’y a pas de
relation générale simple.

e Et avec un dessin

=R ST e K\_

VN Y

—h—fh—h—}—h\—h ::K na, - / - LN "'"T_._‘“‘ * 4
g —;-l\—:-—u—a-—;-:—:- -«—qi‘—lq-:;*:-—?-—a- i‘f‘!‘i -’jﬂ /\‘ " .':,. /
e T i j 4 o

Figure 1 — Opérateurs vectoriels et lignes de champ.

Sur la figure 1, L
> Gauche : div A = 0 et rot A =

> Centre gauche : div A>0 et
> Centre droit : div A = 0 et rot 75 porte par u ;
> Droite : div A > 0 et tot A # 0 porté par @ ;
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11.D - Identités entre opérateurs

Ces identités servent dans des démonstrations générales, formelles, mais rarement dans des cas pratiques. Seule
les deux premieres sont a mémoriser.

o Une identité tres, tres utile :

—

rot(rot A) = grad(div A) — A4.

e Définition du laplacien : formellement, le laplacien scalaire est défini par

Af = div(grad f).

e Deux cas d’annulation : pour tous champs vectoriels et en tout point de I’espace,
r—ot)(grad f) = 0 et div(r_o‘g Z) =

Ces identités sont utlles pour des demonstratlons formelles, générales. Elles peuvent se retrouver avec v
> la premiere s’écrit VA (V f), or « VAV=0 » 5

> la deuxiéme s'écrit V - (V A A), or « V perpendiculaire a VAA».

e Développement de produits : ces identités ne sont utiles que dans des cas vraiment exceptionnels en PT ... et
sont surtout mentionnées pour montrer qu’elles ne sont pas évidentes!

—_ s e
> grad(fg) = f grad g + g grad f
> div(Z/\E)):E)-r—ot)Z—Z ro

—

> div (fZ) Fdiv A+ (gradf

> etc.

Il - Théoremes sur les intégrales des opérateurs

Ces théorémes sont valables sous des hypothéses de régularité (c’est-a-dire schématiquement de continuité et
dérivabilité) des champs considérés, qui seront toujours valables pour les grandeurs physiques que nous étudions. Ils
sont utiles pour des démonstrations générales, formelles.

e Théoréme du gradient : (hors programme)

Soit V un volume, délimité par la surface (fermée) Sy. La surface est orientée vers

Iextérieur. Alors,
/// grad f)dV = f das.
Sy

Soit V un volume, délimité par la surface (fermée) Sy. La surface est orientée vers

Iextérieur. Alors,
///(din)dV:# A.ds.
1% Sy

e Théoréme de Stokes :

-

n
Soit S une surface (ouverte), délimitée par le contour (fermé) Cs. La surface et son

contour sont orientés par la régle de la main droite. Alors,

//rotA (?s:?é 1.a@.
Cs
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