‘ TD 13 - Electromagnétisme Correction

- £ Potentiel électrostatique
BLAISE PAS:AL Condensateur

PT 2023-2024

Analyse de corrigé

[Exercice 1 : Condensateur cylindrique W 1|%2] ]

> Théoréme de Gauss ;
/ > Lien entre champ et potentiel;
|]|]|]|] > Condensateur;

> Coordonnées cylindriques.

Lien entre champ et potentiel

[Exercice 2 : Potentiel créé par une sphére uniformément chargée V1% ]

/ > Lien entre champ et potentiel ;
ol |] > Coordonnées sphériques.

La distribution de charge est de taille finie, on peut donc considérer le potentiel nul a 'infini. Par définition et
compte tenu des symétries,
dv

— —_—
FE=—gradV soit — =
dr

_E'r'

o Potentiel fixé a I'infini : le potentiel est fixé pour r > R, c’est donc par ce domaine de ’espace qu’il faut commencer.
Dans ce cas,

V(r) r
ﬂ:—i donc / av=-1 /%
dr dmeqr? 0 dreg Joo T2
ce qui donne
q
\% R) = .
(r>F) dmegr
Pour r < R,
dv V(r) T
—:—L% donc / dV:—LS/ rdr
dr 47760 R V(R) 471'50 R R

ce qui donne, grace a la continuité du potentiel,

q r? q q

q q g n
87T'€0 R3 87T'€0R 47T60R ’

" 4meoR | 8meg RS

Apres factorisation, on en déduit finalement

V(r) (r> -~ R?)  soit V(r<R)=

2
q r .
3— —= sir<R
V(r) = { 8okt ( E:;)

sir>R
dmegr

o Potentiel fixé a I'origine : dans le cas ou le potentiel pris nul en r = 0, il faut commencer par le domaine r < R.
Les calculs sont identiques au cas précédent, et donnent

q r?

V(r) q r
dv = - d it V<R =--L11
/O dmeo B3 /0 rar sl (r<B) =g’
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Pour le domaine » > R, on a maintenant
Vi(r) T
q dr . q g (1 1
dV =— — t \% = - —=
/V(R) 47750/}% r2 >l (r)+ 8reg R 4meg (T R)

g 3

ce qui conduit a

V(r>R)= .
(r ) dregr  8megR
Finalement,
2
__4 % sir<R
v _ 87T€0 R
(r)=
¢ _ 34 sir>R
dregr 8megR

e Conclusion : les deux expressions ne différent que d’une valeur constante 3¢/8megR ... ce qui n’a rien d’étonnant,
puisque le potentiel n’a de sens physique qu’a une constante additive pres.

[Exercice 3 : Charge en surface d’'un semi-conducteur oral banque PT | Q1 | 22 2]

/ > Equation de Maxwell-Gauss ;
|]|]|]|] > Théoréeme de Gauss;
> Lien entre champ et potentiel.

La distribution de charge est schématisée qualitativement sur la figure A FAIRE.

Analysons les symétries de la distribution de charge pour déterminer la direction de E (M). Comme p ne dépend
que de z et que oy est uniforme dans le plan (yOz), on en déduit que tout plan passant par M et parallele a ’axe (Ox)
est plan de symétrie de la distribution de charge. Ainsi, E (M) est inclus dans l'intersection de tous ces plans, on en
déduit qu’il est porté par €y :

‘E):Eoe*””/eac.‘

D’apres ’équation de Maxwell-Gauss appliquée pour z < 0,

divﬁzOzeﬁ donc plx <0)=0.
0

Dans le domaine z > 0,

= dE EO
. )
div i 7

E
e e/t d’ou plz >0) = _L)E 9 e/t

e Théoréeme de Gauss : Le flux du champ électrique au travers d’une surface de Gauss (surface fermée de

normale orientée vers l’extérieur) est égal a la charge contenue a 'intérieur de cette surface divisée par la permittivité
diélectrique du vide :
2.9 - Qi
SG €0

e Surface de Gauss : cylindre fermé de rayon R dont les faces planes sont situées en xg < 0 et > 0.

e Flux sortant :

#9 as = // —dSe,) // B, ()€, - (dsa)+// E(z)- (dSe,)
face g H/—/ latérale face =

Ainsi,
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e Charge intérieure : Comme la surface enjambre le plan z = 0,

Qint = / p(x) nR*dz +0o TR?

0 =dr

E xr
= 77rR2€0£f0 / e */*dx + oy TR?
0

= ﬂTRQ&Ol& [—8 e*””/e]: + 0o mR?

Qint = 7TRZ€OE0(e_3”/z — 1)+ oorR?

e Conclusion : d’apres le théoréme de Gauss, on a pour tout x

TR2Ey e/t = nR2Ey(e™/* —1) + ?WR2
0

ce qui donne

(o
Ep+ =
€0

EO efz/é = EQ ef‘“"/e —

et finalement

agg = EQEO .

On aurait en fait pu donner ce résultat sans calcul en utilisant la relation de passage ... mais, en PT,

elle n’est pas a connaitre et doit étre rappelée :

Em(x:0+)—Em(x=0_):@ soit EO—():g.
€0 €0

Par définition, E=— grad V' ce qui donne en se placant dans le semi-conducteur

d
_dv = Ege @/t

= dott  V(z>0)=+lEye " 4 cte.

D’apres la condition limite donnée, la constante est nulle, donc
V(x> 0)=(Eye =/

et comme le potentiel est partout continu on trouve directement

V(@=0) = (E, .|

Dans le domaine x < 0, le potentiel est constant et partout égal a cette méme valeur {Ey par conti-
nuité. Cet exemple permet de constater que, méme si le champ électrostatique est nul, il n’y a aucune

obligation que le potentiel le soit.

[Exercice 4 : Potentiel de Yukawa

oral ATS | 01| %2|®]

/‘ > Théoreme de Gauss;
|]|]|][| > Lien entre champ et potentiel.

Par définition,

N SN
EF=—-gradV=——u =—

dr

soit en factorisant par e~"/@ /r?

[@) ov-nesh |
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Calculons la charge a partir du théoréeme de Gauss. Le champ ne dépendant que de r, son flux sortant d’une
spheére se calcule directement :

X 4mr

— Ze (1 r)e‘r/“ 9
r2
- — 7
E-d :—6(14—1)5’"/“
a

Ainsi d’apres le théoreme de Gauss,
Qint(r) = Ze (1 + i) e /e,
a

Pour r < a on a Qiny = Ze; et pour r > a on a Qi — 0. Le potentiel modélise un atome de numéro atomique
Z, avec un noyau ponctual au centre et un nuage électronique de rayon typique a.

[Exercice 5 : Electro-érosion par fil 3| % 2]

/ > Théoréeme de Gauss;
|]|]|]|] > Lien entre champ et potentiel.

En coordonnées cylindriques de méme axe que le fil, le champ électrostatique est par hypothese de la forme
E=E.(r)¢.

On raisonne sur la surface de Gauss schématisée figure 1, en forme de demi-cylindre de hauteur h et de rayon
d/2 < r < D/2, complété par un rectangle et deux demi-disques en haut et en bas. Cette surface contient une

charge @iyt inconnue mais constante.

Figure 1 — Surface de Gauss en demi-cylindre.

Le flux du champ électrostatique sortant de cette surface de Gauss s’écrit

# E)~CTS'):// ET?T~dSE’Z+// Er(r)?r~d5a+// ET?T~dS€>9+// E,2, - (—dS@.)
SG haut demi-cyl rect bas

2mrh

=04 E.(r) x +0+0

D’apres le théoreme de Gauss, on en déduit

Qint . Qint
h ET‘ = t E,r, = ——:
o () €0Er sl () mrheoer
et on obtient bien la forme souhaitée,
K ,
E=—73, avec K= Qint .
r mheger
Par définition du potentiel, dans le fond de ’entaille on a
dv K d
ST it AV =K
dr r r
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En intégrant entre la surface de la piece et celle du fil,

U /2
/ dV = -K g soit U:—Klnd—p:Klng
0 D/2 T D/2 d

U
o | K= —2 .
dou n(D/d)

Le champ électrique est le plus faible en r = D /2, au voisinage immédiat de la piece & découper. L’arc électrique

apparait si

E.(r=D/2) > Erupt soit — X
n

D, (D
> B o |U> T ln <> Erupt = 35V

d

L’arc électrique attaque le fil tout autant que la piéce : si le fil n’est pas remplacé au fur et & mesure de la

découpe, il est tres rapidement coupé.

[Exercice 6 : Floculation d’une suspension colloidale

oral banque PT | ¢ 3 | % 3]

> Equation de Poisson ;
/ > Lien entre champ et potentiel ;
|]|]|]|] > Théoréme de Gauss;

> Coordonnées sphériques.

contexte et donner du sens aux calculs.

L’énoncé est fidéle a celui rapporté par le candidat, j’y ai juste ajouté le document pour préciser le

Le rayon d’un ion est similaire a celui d’un atome, de I'ordre de 10~ m, trés inférieur & celui du colloide.

La densité de charge s’écrit

p(r) = zeNp(r) — zeN_(r) = zeNy (efZEV(T)/kBT - e+zev(r)/kBT> .

Comme |zeV (r)| < kT, on peut développer au premier ordre

V() zeV(r))

kT kT

plr) = 2o (1~

soit finalement

_ 22262N0 v

plr) = =2V,

e Equation différentielle sur V : D’aprés équation de Poisson,

p(r)  2z2%¢*N V().

AV =22 "0
€0 EokBT "

En utilisant I’expression du laplacien fournie,

1 d2 (V) 222e2 Ny )
22 V)= 220y,
r dr? eoksT ’
ce que 'on écrit sous la forme
d2 2222 N,
— -2 =0.
a2 V)" e V0

On reconnait une équation différentielle du second ordre portant sur la fonction u(r) = rV(r), et on introduit une

longueur caractéristique
5= Eok‘BT
TV 222e2N,
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soit e
U 1
— — su=0.
drz = §2
e Résolution : Le polynéme caractéristique associé a cette équation s’écrit
2 1 9 N
T —ﬁz(] d’on ry =+1/6.

Les solutions de cette équation sont donc de la forme
u(ry=Ae "/ 4+ Be/?,
soit 4 B
Vir)y=—e /04 Zerlo,
r r

En supposant le potentiel électrostatique nul a l'infini (possible car distribution finie), on en déduit que B =0 :

Vir)= ée_r/é .

Le champ électrique s’obtient par dérivation du potentiel,

v A -1
ET(T) = — soit ET(T> — _e—’!‘/é 2w = e_,r/5

ce qui s’écrit finalement

B (r) = % (1+5)e

On retrouve bien la forme de 1’énoncé.

On raisonne sur une surface de Gauss sphérique de rayon R, identique a celle du colloide. D’apres le théoréeme de

Gauss,
#Ecﬁzg soit A 1—1—}—2 e_R/5x47rR2:Q
€0 R? 0 €0

d’ou on déduit
_Q 1
dmeg (14 Z) e R/

En I'absence des ions, Ny = 0 donc § — oo. Le champ électrique créé par le colloide pour r > R équivaut a celui
d'une charge ponctuelle, E,.(r) = Q/4reor?, qui décroit comme 1/r2. L’ajout des sels ioniques renforce nettement
cette décroissance a grande distance (r > J) puisque le terme en 1/r% est remplacé par e /o /7. Ainsi, les ions
permettent d’écranter le champ créé par le colloide, et ce faisant de masquer sa présence aux colloides environnants,
ce qui est favorable a la floculation.

Cartes de champ

[Exercice 7 : Apparition d’un arc électrique oral banque PT | Q1 | 22 0]
Mﬂ > Lignes de champ et équipotentielles.

Le champ dans un condensateur est uniforme, relié a la tension a ses bornes par

- U
||E||:E d’ou U>dE,=72kV.

@ En haut a gauche : —100 mV, colonne de droite de haut en bas : —200mV, 0 et 200 mV.

Tracé a faire. Le champ est dirigé dans le sens des potentiels décroissants, donc les lignes de champ partent de
I’électrode du bas pour aboutir sur I’électrode du haut, et en tout point elles sont orthogonales aux équipotentielles.

Le champ est maximal la ou les équipotentielles sont le plus resserrées, ’arc apparaitra donc initialement le long
de l’axe (Oz), c’est-a-dire sur Paxe de symétrie des électrodes.
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[Exercice 8 : Lecture d’une carte de champ Q2R 0]

/ > Lignes de champ;
|]|]|]|] > Symétries du champ électrostatique.

Les lignes de champ électrique divergent des charges positives et convergent vers les charges négatives. On en
déduit que toutes les charges sont positives hormis ¢s.

Le plan orthogonal a la figure contenant ’axe y = 0 est un plan de symétrie du champ électrique, c’est donc
aussi un plan de symétrie de la distribution de charge ... mais cela n’apporte aucune information sur les charges car
elles sont toutes comprises dans ce plan.

On constate que le plan x = 0 est plan de symétrie du champ électrique, donc également de la distribution de charges.
On en déduit
wen o

Les lignes de champ semblent « éviter » les points ou S croise les plans de symétrie : cela signifie en fait qu’il

existe deux lignes de champ « médianes » (I'une colinéaire & ,, autre colinéaire & ) qui s’y coupent. La seule
—

possibilité pour que E soit tangent a deux lignes de champ orthogonales en ces points est qu’il soit nul.

Le champ est nul en tout point de S, donc son flux au travers de cette surface est nul, donc d’apres le théoreme
de Gauss la charge intérieure a cette surface est nulle :

g2 +q3+qi=0 soit

Condensateur

[Exercice 9 : Puissance transportée par un éclair oral banque PT | @ 2 | 22 2]

> Théoréme de Gauss ;
/ > Lien entre champ et potentiel;
|]|]|]|] > Condensateur;

> Coordonnées sphériques.

On se place bien siir en coordonnées sphériques.

e Invariances et symétries : on se place en un point M quelconque.

> la distribution est invariante par toute rotation autour du centre des spheres, donc le champ électrique ne dépend
pas des coordonnées angulaires 6 et ¢ ;
> tout plan contenant la droite (OM) est un plan de symétrie de la distribution de charges, donc le champ électrique
—
doit se trouver dans chacun de ces plans : il est donc forcément colinéaire a OM ;

> en conclusion,

e Théoreme de Gauss : on choisit comme surface de Gauss une sphere de centre O.
> Flux sortant : comme le champ est uniforme sur la sphere,

E.(r)e,-dSE, = 4nr? E.(r).
SG
> Charge intérieure :
— sir < R alors Qi = 0;
— si R<r < R+ halors Qiny = —Q;
— sir > R+ h alors Qs = 0.

> Conclusion :

0 sir<R

Q

4dmeg r?

=
I
o

e, siR<r<R+h

= .
[Dov-ncsa | O gt Btk
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On peut en fait aller beaucoup plus vite : comme la distribution est a symétrie sphérique, alors le
champ électrique qu’elle crée a une distance r du centre est identique a celui d’une charge ponctuelle
égale a la charge intérieure a une sphere de rayon r qui serait placée au centre de la distribution. II
s’agit d’un résultat a connaitre d’apres le programme : vous pouvez donc l'utiliser tel quel, mais je
vous recommande malgré tout d’étre prét dans un oral a ce que I'examinateur vous interroge sur le
théoréme de Gauss dans la foulée.

Par définition du potentiel électrostatique,

. . . dv dVv Q
E=—gradV soit E, = TS donc ‘dr  dmeor?

En séparant les variables,

ce qui donne

14 R+h
[fowo @
0

dmeg Jp 127

Q 1 1 . Q h
= = oit | V=
dmeg ( R+h R) °! dmeo R(R + h)

=
Attention, comme on utilise I'expression de E entre les deux sphéres alors I'expression de V' que I'on
obtient n’est valable que dans ce domaine.

Par définition,

R(R+h
C= % donc C = 47‘1’50% .
Comme h < R, on peut faire 'approximation R+ h ~ R, donc
47 R?
C=co ”h =76-107°F.

On reconnait l'expression de la capacité d’un condensateur plan d’épaisseur h dont les armatures ont une sur-
face 47 R? : comme la distance inter-armatures est treés faible, elles sont localement vues comme des plans.

Sans plus de précision, on ne peut que supposer que I’éclair permet de décharger localement le condensateur
formé par 'ionosphere et la Terre. La charge transférée vaut

Q=IAt="175-10°C,

ce qui signifie que la valeur initiale du potentiel V' de 'ionosphére était de

Q 7
V=2X~1-107V.
C

Le puissance moyenne au cours de I’éclair vaut donc

[@) ov-nesh |

P~VI=3-10"W.

Le candidat indique dans son retour d’oral qu’il n’est plus certain de la derniére question ... et je ne
suis pas non plus certain de ma reconstitution : un éclair n’a pas lieu entre I’ionosphére et le sol, mais
entre le bas du nuage d’orage et le sol. En premiére approximation, on peut considérer que le nuage
se trouve a quelques kilomeétres du sol, disons 6 km pour pouvoir facilement comparer : h serait divisé
par 10, donc C' multiplié par 10, donc V divisé par 10. La puissance serait donc plutét de 'ordre de
3-10"°W ... ce qui correspond davantage a l'ordre de grandeur que l'on peut trouver sur des sites
dédiés aux orages.
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[Exercice 10 : Capteur capacitif de niveau de liquide W 2|XR2| ]

> Equation de Poisson ;

/' > Condensateur;
oll |] > Energie électrostatique ;
> Coordonnées cylindriques.

Le systéme est invariant par toute rotation autour de I’axe des cylindres, donc V est indépendant de 6. Par
ailleurs, les effets de bords sont négligés, ce qui revient a supposer une invariance par translation le long de I'axe des
cylindres : V ne dépend donc pas non plus de z. Finalement, V' ne dépend que de r.

L’espace entre les deux cylindres est vide de charge. L’équation de Poisson s’écrit donc

AV =0 soit 1d(dv)0 donc ;(dv)o
r

rdr Tdr Tdr

é & & Attention ! Pour résoudre une telle équation, il ne faut surtout pas chercher a développer la
dérivée en espérant aboutir a une forme canonique connue : ¢a ne marche pas! Il faut au contraire
procéder par deux intégrations successives.

Par une premieére intégration, on obtient

d
T—V =k avec k = cte.
dr

On en déduit par une seconde intégration

dVv k
— == d’ou V=klnr+%& avec k' = cte.
dr T

Les deux constantes k et k' se déterminent avec les conditions aux limites,

V(T:a) C:L Vo eprr klna+ k'

V(ir=b)= 0 = klnb+k

CL expr

Par soustraction,

Vo=klna—kInb soit Vozkiln% donc k=

En réinjectant dans la condition limite en r = b, il vient

k' =—klnb= — Vo Inb.
In(a/b)

Finalement,

Vo Vo Vo . In(r/b)

V(ir)=———1Inr — Inb= Inr —1Inbd d’ V(r) = Vo .
") = s ™" ey M0 Tagagp) B 00 ot ") = Tnta/n)

Le champ électrique entre les deux cylindres vaut

E—_ _ S M IPRN E:—i_)r.

grad V' I €, " €r d’ou rn(a/b) €

Evitez de multiplier les calculs inutiles : rien ne sert de dériver Iexpression finale du potentielle, puisque
sa dérivée a déja été déterminée dans la premiere étape d’intégration.

Test de vraisemblance : le champ est bien dirigé dans le sens des potentiels décroissants, c’est-a-dire
selon +€,, car In(a/b) < 0.
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Placons l'origine z = 0 au fond de la cuve. L’énergie électrostatique stockée dans la partie de la sonde immergée

dans le liquide vaut
Vo \
an—///l (rln(a/b)) ] rdrdfdz
2m h
= Er de X d
20 12 a/b / /o o

:1 ><1n7><27rh

2% ( /o) a

2
Eliq = eosrivo

In(b/a)

en utilisant In*(a/b) = In®(b/a) pour simplifier. On déduit par un calcul analogue 'énergie électrostatique stockée
par la partie non immergée,

w(H — h)
In(b/a) Vo

L’énergie totale stockée dans la sonde est donc la somme,

Sair =¢€o

&= eoﬁ [(H —h) +eh] V2 = 60ﬁ [H + (e, — 1)] V)2

La tension imposée aux bornes du condensateur est simplement Vy — 0 = Vf. Par définition de la capacité,

1
= 5CVOQ dott O = 2¢ [H + (e, — 1)h] .

i
In(b/a)
Connaissant la capacité C, on peut en déduire la hauteur de liquide : 'expression de la capacité s’inverse en

Clb

H r— Dh=
+(e ) 27r50na

h = 1 (C 1nb—H>.
er—1\2mep @

@ La sonde peut étre utilisée pour tout liquide isolant a condition de la calibrer a chaque changement
de liquide car la constante diélectrique e, dépend du liquide. En revanche, elle ne peut pas convenir pour des
liquides conducteurs : I'espace entre les armatures d’un condensateur doit étre constitué d’un isolant, sans quoi
un courant circule dés qu’une tension est appliquée. Il faut utiliser d’autres sondes, comme celles présentées dans la
vidéo dont le lien figure dans I’énoncé.

@) ov-nc-sh | :
[®) BY-NC-sA 10 / 10 Etienne Thibierge, 8 décembre 2023, yuv . etienne-thibierge.fr


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

	Analyse de corrigé
	Condensateur cylindrique

	Lien entre champ et potentiel
	Potentiel créé par une sphère uniformément chargée
	Charge en surface d'un semi-conducteur
	Potentiel de Yukawa
	Électro-érosion par fil
	Floculation d'une suspension colloïdale

	Cartes de champ
	Apparition d'un arc électrique
	Lecture d'une carte de champ

	Condensateur
	Puissance transportée par un éclair
	Capteur capacitif de niveau de liquide


