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Au programme

Extrait du programme officiel : partie 4 « E]ectromagnétisme », bloc 5 « Propagation ».

L’étude des ondes électromagnétiques dans un milieu ohmique permet d’enrichir les compétences des étudiants
sur les phénomenes de propagation en abordant 'effet de peau. La réflexion d’une onde électromagnétique sur un
métal parfait et son confinement dans une cavité permettent aux étudiants d’aborder la notion d’onde stationnaire
et de découvrir des savoir-faire spécifiques permettant leur étude efficace. La notion de densité de courant surfacique
est introduite, mais le calcul de 'intensité a travers un segment ne releve pas du programme.

Notions et contenus

Capacités exigibles

Propagation d’une onde électromagnétique dans
un milieu ohmique dans le cadre de ’ARQS ma-
gnétique. Effet de peau.

Etablir et interpréter I'expression de la grandeur caractéris-
tique d’atténuation de I'onde électromagnétique dans un mi-
lieu ohmique.

Réflexion sous incidence normale d’une onde
plane, progressive et monochromatique polarisée
rectilignement sur un plan conducteur parfait.

Onde stationnaire.

Exploiter la nullité admise des champs dans un conducteur
parfait.

Etablir I'expression de 'onde réfléchie en exploitant les rela-
tions de passage fournies.

Interpréter qualitativement la présence de courants localisés
en surface.

Caractériser une onde stationnaire.

Applications aux cavités a une dimension. Mode
d’onde stationnaire.

Etablir la condition de quantification des solutions.

Mettre en ceuvre un dispositif permettant d’étudier
une onde électromagnétique dans le domaine des
ondes centimétriques.

[@) ov-nesh |

En gras, les points devant faire ’objet d’une approche expérimentale.
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Ces cinq dernieres années au concours

> Ecrit : épreuve A 2020 et 2022.
> Oral : régulierement.

Ce chapitre concerne l'interaction entre les ondes électromagnétiques et les métaux. Comme un champ électrique
y engendre un courant, donc une perte d’énergie par effet Joule, les OEM s’y comportent forcément différemment
par rapport au vide : cette étude fait I'objet de la premiere partie du cours. Ensuite, nous nous intéresserons au
phénomene de réflexion sur un métal.

| - Absorption par un conducteur ohmique

ILA - Hypothese de régime lentement variable et conséquences

e Hypothese : loi d’'Ohm locale

Par définition, un conducteur ohmique est un milieu dans lequel la loi d’Ohm locale s’applique :

— —

j =~E avec pour un bon conducteur v = 107 Q" - m~1.

Espace 1

Pour un métal « normal », la loi d’Ohm est valable tant que le champ électrique varie suffisamment lentement.
Une approche type modele de Drude (cf. cours sur la conduction électrique) permet de montrer que la fréquence
limite au dela de laquelle la loi d’Ohm est mise en défaut est de I'ordre de 10'3 Hz.

Les ondes électromagnétiques envisagées dans ce chapitre sont toutes supposées de basse fréquence,
en pratique f < 103 Hz, ce qui correspond aux fréquences optiques.

~> le comportement d’un métal vis-a-vis des ultra-violets, des rayons X ou des rayons gamma ne pourra pas étre
décrit par le modele envisagé dans ce cours.

La linéarité de la loi d’Ohm locale et des équations de Maxwell permet d’utiliser les écritures complexes des
champs : pour analyser les conséquences de cette hypothese basse fréquence, considérons un champ sinusoidal de la
forme

E(M,t) = Eg(M)e*t  avec 21 <103 Hz.
- ™

e Conséquence 1 : le métal est localement neutre

Dans le cours sur la conduction électrique, nous avons justifié qu'un conducteur en équilibre électrostatique était
neutre en volume (p = 0), mais pas forcément en surface. En régime variable, ce n’est plus nécessairement le cas :
les variations du champ électrique peuvent déplacer temporairement les charges (via la force de Lorentz), et donc
déroger a la neutralité.

Equation de relaxation de la densité de charge :

Conservation de la charge + Ohm + MG :

9 -
a—': +divy =0
0
O—f ~ div E=0
9dp v
I A
ot + E()p
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Espace 2

Ecriture complexe :

I
=

p=0 soit <iw + A/> p=0 donc p

Espace 3

Un conducteur ohmique vérifiant la loi d’Ohm locale est toujours localement neutre.

Remarque : On peut également retrouver ce résultat en interprétant o/ comme le temps caractéris-
tique de relaxation de la densité de charge vers la neutralité locale. Pour un métal usuel, eq/y ~ 10718 s,
ce qui est trés inférieur aux périodes des ondes envisagées ici, et confirme que la durée nécessaire pour
retrouver Iélectroneutralité suite a une perturbation est négligeable devant les temps caractéristiques
d’évolution des champs.

e Conséquence 2 : le courant de déplacement est négligeable

Rappel : équation de Maxwell-Ampere

N .

ot B = o J + 7 oL

Iro = U EoMo — avec d=¢& .
HoJ 0M0 ot Jd 0 ot

Espace 4
Comparaison des ordres de grandeur : pour le champ sinusoidal envisagé,

> Courant de conduction :

z = ~E et ainsi || 7| ~ vEo

Espace 5
> Courant de déplacement :

—

OF - )

— = iwk d’ou co— || ~ eqwE
815 = H 0 @1‘ H 0 0

Espace 6
> Conclusion :

—
171 AlE v
= = =
OEH awHEH Eow
ot
En envisageant le cas le plus défavorable, c’est-a-dire w ~ 10 rad - s~ maximale, on trouve
71 108
OF 1071 x 1014

lleo >

ot |

le

= 10°
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On en déduit que le courant de déplacement est toujours négligeable devant le courant de conduction : on retrouve
I’hypothese d’ARQS magnétique.

Espace 7

[o0]
Un conducteur ohmique vérifiant la loi d’Ohm locale peut toujours se décrire dans ’ARQS magnétique.

e Conclusion : Equations de Maxwell dans le conducteur

Dans ces hypotheses,

Un conducteur en régime lentement variable est uniformément et constamment neutre.
Le courant de déplacement y est négligeable devant le courant de conduction donné par la loi d’Ohm.

—
— B
divE):O rotE):fa—
ot
— — —
divB =0 tot B = 107 = povE

I.B - Equation de propagation

Méthode : exactement comme dans le vide, on calcule le double rotationnel du champ cherché avec les équations
de Maxwell et avec le laplacien vectoriel grice a la relation

—

rot(tot A) = grad(div A) — AA.

o Equation vérifiée par le champ magnétique

1T)t>(r(_)t>§) = grad(divﬁ) —~AB = ~AB
dble rot MT
-
ol B 0B
= ugyrot Bl = —pugy
T Ko7 Ko™ ot

MA

—
.

= 0B
d’ou AB — IUO",E =

Espace 8
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e Equation vérifiée par le champ électrique

rot(rot E) = grad(divE) — AE = —AE
ana vect MG
- (0§> __OGotB) _ O
T ot ot ot
MF
d’ou AE — 107y 0

Espace 9

e Conclusion

Dans un con_():lucteur ohmique et en basse fréquence,
les champs E et B vérifient la méme équation de propagation.
Cette équation n’est pas ’équation de d’Alembert, mais une équation de diffusion,

—
—>

= oE
AE — MO’YE =0

Comme annoncé en introduction, il est logique que ’onde électromagnétique ne vérifie pas I’équation de d’Alem-
bert : 'équation de d’Alembert traduit une propagation sans atténuation, mais ici I’énergie de 1'onde est progressi-
vement absorbée et dissipée par effet Joule.

L’équation de propagation n’est pas la méme mais certaines propriétés des ondes dans le vide se retrouvent
également dans les conducteurs, en particulier le caractére transverse car les deux équations de Maxwell en divergence
s’écrivent de la méme facon.

I.C - Onde plane pseudo-progressive harmonique
e Idée de physique

Les OPPH jouent un role tres important dans le vide car toute onde peut s’écrire comme une somme d’OPPH.
L’équation de propagation obtenue dans le conducteur est également linéaire, donc des ondes « qui ressemblent »
a des OPPH en seront vraisei)nblablement solution. Toutefois, pour qu'une OPPH soit solution de I’équation de
d’Alembert, il faut que w et || k|| vérifient la relation de dispersion.

~ existe-t-il une condition équivalente pour notre nouvelle équation de propagation ?

Y
Nous allons travailler sur 'exemple de 'OPPH

vide | métal N _
E — &el(wt—kx)gy7

E(r = Q+-, t) i f\/?\?/\, en supposant un forcage sinusoidal imposé en z = 0% & un métal occupant tout

= Eye'e, le demi espace z > 0. On cherche & quelle(s) condition(s) sur k la forme ci-
dessus peut décrire la propagation dans le métal (raisonnemment type analyse-
synthése).
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¢ Relation de dispersion complexe

PE D
az2 17 5
(—ik)?Ey — poy x iwEy = 0

el

=0

La relation de dispersion prend donc la forme

—ippyw .

Espace 10

~ la relation de dispersion est évidemment différente du k? = w?/c? de 1’équation de d’Alembert, et surtout elle
est complexe, ce qui sera lourd de conséquence.

Valeurs possibles de k :

. . . 1 1
k2 =e /2 0vw donc k=d4e ™4 Sioyw = + < — i) VoYW .
Ho™Y Ko™ \/5 ,\/i Mo

Espace 11

Ce résultat est traditionnellement écrit sous la forme

k::l:: avec 0 =4/ 2 .
1) Hoyw

La grandeur 0 est homogéne & une longueur et est nommée épaisseur de peau.

e Combinaison linéaire de pseudo-OPPH

Puisque deux valeurs de k sont possibles, la forme la plus générale des solutions de 1’équation de propagation est
a priori une combinaison linéaire.
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1—1 1—i
EEbexpi(wt 5 1:5) E?,+E6expi<wt+ 5 1:1:) E)y

_ &efm/d ei(wtfgc/tS)E?y +£66I/6 ei(wt«km/o)vgy

Si Ei() # 0 alors 'onde diverge pour = — +00, ce qui est physiquement impossible puisque l'onde ne recoit pas
d’énergie mais en perd (effet Joule) au cours de la propagation dans le métal. Par conséquent, dans un métal semi-
infini (épaisseur > ¢), seul le signe @ est pertinent, donc

E(7f) _ @ef.’ﬁ/b‘ ei(wtf;zr/()‘) ny =E, eigp ef.’r/()' ei(wtf,’z:/()‘) F)l/

Espace 12

e Structure des pseudo-OPPH

Expression de 'onde réelle : Allure qualitative :
7 —x/s z E t) N
E=FE, ¢ *° cos (wt -3 + \,9) €y v(@,1) \
amortissement \\

propagation N

L’onde n’est pas une onde progressive, car son amplitude diminue au cours de la propagation sur une distance
caractéristique J. Elle est appelée onde plane pseudo-progressive harmonique, par analogie avec les régimes
pseudo-périodiques des oscillateurs.

On appelle épaisseur de peau la longueur

i= e

Il s’agit de la longueur caractéristique d’amortissement d’une pseudo-OPPH au sein du conducteur :
pour z > d 'onde est totalement absorbée et le champ est quasiment nul.

L’épaisseur de peau est plus faible pour les hautes fréquences et dans les bons conducteurs.

Remarque : L’épaisseur de peau est également associée a la pseudo-période spatiale de 'OEM au
sein du conducteur, puisque ’on peut identifier N’ = 27d. Ceci dit la définition est peu intéressante car
Ponde est presque totalement amortie avant d’atteindre x = X : en effet, e /% =27 =2.1073.

e Simulation numérique

> plus la fréquence est élevée, plus ’épaisseur de peau est faible ;
> plus la fréquence est élevée, plus la propagation est rapide : exactement comme pour la diffusion thermique,
parler de célérité n’a pas de sens.
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I.D - Généralisation : effet de peau

Lorsqu’une onde électromagnétique incidente est envoyée sur un conducteur ohmique, le paragraphe précédent
signifie que les champs et donc les courants électriques sont non nuls uniquement sur une fine couche, I’épaisseur de
peau, de 'ordre de 9§, située a la surface du conducteur.

~> ce résultat, établi pour une onde électromagnétique, est bien plus général : il se retrouve en fait des qu'un
courant variable parcourt le conducteur.

Lorsqu’un conducteur ohmique est parcouru par un courant alternatif,
@ = celui-ci est localisé uniquement a la surface du conducteur,
@ sur une épaisseur d’autant plus faible que la fréquence du courant est élevée.

Cet effet est appelé effet de peau.

Remarque : Puisque I'équation de propagation des OEM est une équation de diffusion, alors cet
effet se retrouve aussi en diffusion thermique : par exemple, les variations périodiques de température
(jour/nuit, saisons) deviennent de moins en moins perceptibles au fur et & mesure que l'on s’enfonce
dans le sol, si bien qu’au dela de quelques métres de profondeur la température du sol est la méme tout
au long de I’'année.

Ordre de grandeur : pour du cuivre v = 6-107Q-m™!,

> f=50Hz:§=9mm;
> f=10kHz : § = 0,2mm
~ les fils sont de petit diametre dans les appareils électroniques, alors qu’ils sont nettement plus gros pour
le transport d’énergie électrique.
> f=1GHz: 0 =2um
~ une onde de téléphonie mobile est totalement absorbée par un feuillet de cuivre de quelques microns.

Il - Réflexion en incidence normale sur un conducteur parfait

Considérons de nouveau un conducteur occupant tout le demi-espace = > 0, le demi-espace x < 0 étant occupé
par du vide. Cette situation modélise par exemple un miroir métallique. On envoie sur le conducteur une OPPH en
incidence normale, de la forme

E; = Eo cos(wt — k)€, — E = Eyel@wt=hog,

Ce paragraphe a pour objectif de décrire ce qu’il advient lorsqu’elle atteint le conducteur.

N vide conducteur
L ANN>
N
B;
T
EVAVAVAV]

Figure 1 — Onde électromagnétique en incidence normale sur un conducteur.

Il.LA - Phénoménologie

e Pour un conducteur quelconque

Animation JAVA permettant de visualiser ’onde électromagnétique a 'interface entre le
vide et un conducteur ohmique. L’onde incidente et ’onde réfléchie sont représentées en bleu,
I’onde totale en rouge. Les abscisses sont graduées en termes de longueur d’onde dans le vide.

Choisir /A permet de visualiser des conducteurs différents, jusqu’a la limite du conducteur
parfait (6 — 0). Le coefficient R correspond au coefficient de réflexion en énergie : le rapport
des amplitudes des ondes incidente et réfléchie dans le vide vaut V/R.

Lorsqu’une onde électromagnétique incidente atteint un conducteur,
elle est partiellement transmise (puis absorbée) par le conducteur et partiellement réfléchie.
¥

L’amplitude de 'onde transmise est d’autant plus faible et celle de I’onde réfléchie d’autant plus élevée
que la conductivité électrique du conducteur est élevée.
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e Cas limite d’un conducteur parfait

Un conducteur parfait est un conducteur de conductivité infinie.

~ D’épaisseur de peau est nulle, donc aucune onde ne pénétre a l'intérieur du conducteur : toute ’énergie incidente
est intégralement réfléchie.

Les champs électrique et magnétique sont nuls dans tout le volume d’un conducteur parfait,
de méme que les densités volumiques de charge et de courant.

En revanche des charges et des courants peuvent exister en surface du conducteur.

On ne considérera dans la suite que le cas du conducteur parfait, qui permet des discussions physiques analogues
au cas du conducteur réel mais des calculs plus simples.

I1.B - Conditions aux limites a I'interface : relations de passage

~ Considérons une interface entre deux milieux @ et @, de normale 7 15.
12 Les champs de part et d’autre d’un point My de 'interface sont reliés par

milieu @ les relations de passage

milieu @
- - My, t
g 1) - Boug 1) = 200,
0
-

—
B(MS_,t) — B(Mo_,t) = u07S(M0,t) A ﬁlg

avec o et 7 les densités surfaciques de charge et de courant a l'interface.

Conséquence importante : pour une distribution volumique, les champs sont partout continus.

Ecriture dans notre cas particulier : ici, le milieu @ est le vide et le milieu @ le conducteur parfait, et I'interface
se trouve en £ = 0 :

Eole= ,t)—§—1(417:0_,t):;?x
€0
E‘ T st)_§1(17:0_7t):/1’075/\2)17

Espace 13

I1.C - Onde réfléchie

o Nécessité d’une onde réfléchie

Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il n’y ait pas d’onde réfléchie. La relation de passage pour le champ
électrique s’écrirait alors simplement
. o
—Ey el(m_o)?y = a'gx ,

ce qui ne serait possible a tout instant que si Ey =0 ... donc s’il n’y avait pas d’onde incidente.

e Sous quelle forme chercher I’onde réfléchie ?

Caractéristiques « intuitives » :
> Ponde réfléchie a la méme pulsation w que 'onde incidente, et donc la méme norme de vecteur d’onde k = w/c;
> 'onde réfléchie se propage dans le sens des x décroissants ;
> 'onde réfléchie est forcément transverse, mais a priori la polarisation pourrait étre modifiée a la réflexion ;
> Pamplitude et la phase initiale de ’onde réfléchie sont inconnues car a priori modifiées a la réflexion.

Conclusion : on cherche 'onde réfléchie sous la forme
P . .
& — E(/Jy el(b.)f,-‘rkfl,)g)y + E(/)z el(wt+k,:1,) ?z

Espace 14

~ les caractéristiques inconnues de 'onde réfléchie se déterminent par application des relations de passage.

@) ov-nc-sa | »
( BY-NC-SA 9/17 Etienne Thibierge, 26 janvier 2024, www.etienne-thibierge.fr

®


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

(M)

Cours 24 : Ondes électromagnétiques et milieux conducteurs Blaise Pascal, PT 2023-2024

e Relation de passage sur le champ électrique

é & & Attention ! La relation de passage implique le champ total dans les deux milieux, donc d’apres le principe de

superpostion la somme du champ incident et du champ réfléchi :

E\(2,t) = Ey(z,t) + E,(x,1) = By @ )T, 1 B} @D g, | Bl ol@itho g,

Relation de passage en termes des champs complexes :

g o

€0 €0

_ (@ Q=0 4 By eiwt+0> —0 soit Ey+ Ej, =0
7E7(/)Zeiwt+0 —0 E), =0

Espace 15

e Conservation de la polarisation

On constate directement que Ej, = 0 : la seule composante non nulle de I'onde réfléchie est selon €.

La réflexion en incidence normale conserve la polarisation de ’onde incidente.

e Coefficient de réflexion en amplitude

On appelle coefficient de réflexion en amplitude d’une onde a I'interface entre deux milieux quelconques
le rapport des amplitudes complexes du champ incident et du champ réfléchi :

. Hor
¢ © By
Physiquement, le module |r| représente le rapport des amplitudes des champs incident et réflechi

et Vargument argr leur déphasage.

Ep,
r: J:—l

d’olt on déduit . A .
Ey(z,t) = —Fyel@tthka) g soit E\(x,t) = —Ey cos(wt + kx) €, .

Espace 16

= Apres réflexion en incidence normale sur un conducteur parfait,
@ londe incidente et 'onde réfléchie ont méme amplitude car |r| =1
et elles sont en opposition de phase car argr = 7.

Remarque culturelle : Une réflexion métallique introduit un déphasage de 7, ce que ’'on retrouvera
occasionnellement dans des exercices d’optique.
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e Généralisation au cas d'une réflexion entre deux milieux quelconques (hors programme)

Dans le cas d’une réflexion en incidence normale entre deux milieux quelconques, la conservation de la polarisation
est toujours vérifiée (ce n’est plus vrai en incidence quelconque, mais trop loin du programme de PT pour que cela
mérite d’étre retenu). En revanche, 'onde est généralement partiellement réfléchie et partiellement transmise. On
définit ainsi les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude a partir des amplitudes complexes
des champs incident, réfléchi et transmis :

FEor FEo
= et .
FEo; FEo;

=3
I

IS
I

On peut également définir a partir du vecteur de Poynting (en moyenne temporelle) des coefficients de réflexion et
de transmission en énergie.

| Remarque : la réflexion sur un conducteur parfait se caractérise donc par t = 0.

I1.D - Structure de I'onde totale : onde stationnaire

Animation permettant de visualiser I’onde produite par deux OPPH se propageant en sens
opposés : on constate que le champ ne se propage pas mais semble osciller sur place, et que
I’amplitude de ces oscillations dépend de la position x a laquelle on se place. Une telle onde
est appelée onde stationnaire.

e Calcul du champ électrique

Principe de superposition :

E:Ei

+ Er = FE, Cl(wtka) - Cl(thrkr,) E}y = F, elwt (C ikx C+1kr) ?U

- i
E = —2iEysin(kz) e €,

Espace 17

Pour revenir a 1’onde réelle, on prend la partie réelle :
Re(ie“’) = Re[icos(wt) — sin(wt)] = — sin(wt)

et ainsi

E(l t) = 2Ep sin(wt) sin(kz) €, .

~» on ne retrouve pas la forme en wt — kx ou x — ct caractéristique d’une onde progressive : il y a découplage
entre les dépendances spatiales et temporelles.

~» amplitude locale de vibration du champ électrique : 2F;sin(kx)

Espace 18.

Qualitativement, une onde stationnaire ne se propage pas mais oscille sur place.
Mathématiquement, les dépendances spatiale et temporelle des champs sont découplées.

[@) sv-ne-sa | 11/17

Etienne Thibierge, 26 janvier 2024, www.etienne-thibierge.fr


http://www.etienne-thibierge.fr/cours-2024_electromag/24_OEM-conducteurs_video-OSH=2OPH.mp4
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

©E

Cours 24 : Ondes électromagnétiques et milieux conducteurs Blaise Pascal, PT 2023-2024

e Naeuds et ventres

On appelle nceuds d’une onde stationnaire les points ou le champ électrique demeure nul a tout instant,
et ventres ceux ou 'amplitude de vibration est maximale.

Application 1 : Nceuds et ventres d’une onde stationnaire

=
Considérons une onde stationnaire de la forme E = 2F sin(wt) sin(kz) €, . Déterminer les positions des nceuds
et des ventres ainsi que la distance séparant deux nceuds, puis deux ventres, consécutifs.

Position des noeuds : champ électrique constamment nul. Les noeuds (repérés par un entier p) se trouvent aux
positions x,, telles que

_pm A

sin(kz,) =0 donc kx, = pm soit xp )

ou p est un entier relatif. En particulier on constate un nceud du champ électrique en x = 0, c’est-a-dire au niveau
du plan conducteur, conformément aux relations de passage.
Position des ventres : champ électrique d’amplitude maximale. Les ventres (repérés par un entier ¢) se trouvent

aux positions z, telles que

AA
sin(kz,) = £1 donc kry = g +qm soit Tq =4 45

Espace 19
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e Comparaison entre ondes harmoniques progressives et stationnaires

Onde plane progressive harmonique

Onde plane stationnaire harmonique

Expression ~ cos(wt — kx) ~ sin(kx) cos(wt)
Chrono-
photographie
— =0 - t=T/3 —t=0 -t =T/3
—t=T/6 ---t=T/2 —t=T/6 ---t=T/2
Propagation Progression de 'onde a la célérité c. Pas de progression mais vibration sur place.
. . Certains points ne vibrent pas (noeuds) alors
, . Toutes les points sont soumis, au cours du ) . . . .
Déformation « que d’autres subissent des vibrations maxi-
temps, aux mémes champs.
males (ventres).
Double La longueur d’onde X et la période T sont re- | La longueur d’onde X et la période T' sont re-
périodicité liées par la relation de dispersion A = cT'. liées par la relation de dispersion A = cT'.

e Champ magnétique

é & & Attention ! Une onde stationnaire n’est pas une onde progressive (!!),

donc le champ magnétique ne peut pas se calculer a partir de la relation de structure,

qui n’est valable que pour les OPP.

Méthode 1 : utilisons I’équation de Maxwell-Faraday pour calculer B a partir de E = —2iFEysin(kx)e

d’ou on déduit

Méthode 2 : calcul indépendant de Ei et B; avec la relation de structure (les ondes incidente et réfléchie sont

— =

rot E = —2ikEj cos(kx)

iwt =
ey.

ot
ety

iwt —

-
—iwB = —2ik cos(kz) e’ €,

k
E = 2Fy— cos(kz) ety
2F .
B= —0 cos(kxz) et e,

C

deux OPP) puis somme.

—
N
Bi = €; A

Apres calculs :

(@) ev-nc-sa |

_
E; E
Zi 20 cos(wt — kz) €, et Er -
c c

B-B e

13/17

Espace 20

E
(=€) N — = —O cos(wt + kx) €, ,

C C

i+ B, =22 cos(wt) cos(kz) €, .
c
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Espace 21

- —
On retrouve une onde stationnaire : 'OEM a la mém_)e nature qu’elle soit écrite en fonction de E ou de B.
Cependant, les noeuds de E correspondent aux ventres de B et réciproquement.

Il.E - Apparition de courants surfaciques
La relation de passage sur le champ magnétique s’écrit
0=0
0—Blz=0",t) = uo7s() N €»  soit 0= toJjs.=
2F .
—— cos(wt) = —L10 Js,y
~ on en déduit que la réflexion s’accompage nécessairement d’un courant surfacique non nul a l'interface,

— 2EWO —
Js = — cos(wt) €y
HoC
Interprétation : on peut considérer que le courant surfacique variable émet lui aussi une onde électromagnétique :
> dans le vide, cette onde est 'onde réfléchie ;
> dans le conducteur, cette onde interfére avec I’'onde incidente en opposition de phase, donc de maniere parfai-
tement destructive, si bien que 'onde totale est nulle.

1l - Confinement entre deux plans conducteurs

Considérons maintenant une cavité formée par deux plans paralleles parfaitement conducteurs : une telle cavité
modélise par exemple un laser, voir figure 2.

milieu amplificateur miroir partiellement

( ) ¥ réfiéchissant (R=98%)
oir parfait | »
miroir parfai ‘ ‘ 7 N
(R=100%) < | ? faisceau laser
( J %

Figure 2 — Schéma de principe d’un laser. Dans un laser, une onde électromagnétique est confinée dans une cavité
formée de deux miroirs contenant un milieu amplificateur. A chaque passage dans le milieu amplificateur, 'onde est
amplifiée. L'un des miroirs est imparfait, ce qui permet a ’onde électromagnétique de sortir du laser.

l1l.A - Modes propres d’une cavité électromagnétique

Pour simplifier I’étude, considérons une cavité sans milieu amplificateur formée de deux plans parfaitement conduc-
teurs paralléles, distants de L le long du méme axe (Ozx), voir figure 3. Le but est de déterminer les ondes pouvant
exister dans cette cavité. Ces ondes doivent vérifier trois contraintes indépendantes : I'’équation de d’Alembert et les
deux conditions aux limites en x =0 et x = L.

conducteur conducteur
parfait vide parfait
0 | NNANN> | L
x
LS VAVAVAVAV

Figure 3 — Cavité électromagnétique formée par deux plans conducteurs.
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L’exemple précédent a permis de comprendre qu'un plan parfaitement conducteur impose que 'onde totale soit
une onde stationnaire, avec un noeud de vibration a la surface du conducteur. Ce sera donc « encore plus » le cas
avec deux plans conducteurs.

~> on va chercher directement une onde s’écrivant sous la forme d’une onde stationnaire, c¢’est-a-dire dont les
variables d’espace et de temps sont découplées :

E(z,t) = f(2) 9(t) @,

Remarque : l'onde est forcément transverse, en revanche la choisir polarisée rectilignement est un
choix arbitraire.

En outre, I’équation de propagation étant linéaire et les conditions aux limites également, on va se limiter a la
recherche des ondes sinusoidales, I’analyse de Fourier permettant de reconstruire toute onde pouvant exister dans la
cavité par addition.

~> on cherche finalement les ondes pouvant s’écrire sous la forme

E(z,t) = f(z) e“' T,

Les ondes harmoniques pouvant exister dans un milieu de taille finie
sont appelées modes propres de ce milieu.

111.B - Conséquences de I'équation de d’Alembert

Insérons la forme de solution cherchée dans 1’équation de d’Alembert pour en déduire des conditions sur f
(raisonnement de type analyse-synthese).

e —
02E . . 02E ' ) o .
()r; = f"(x)e“"E, et 701; = (iw)*f(z) e“' €, = —w?f(z) e,
et ainsi, puisque 'onde vérifie ’équation de d’Alembert par hypothese,
—w? w2

fH(ZL') eiwt o f(i) eth = 6) soit ]LN(«L) + 2 f(L) =0.

c2

En posant k = w/c > 0, on reconnait une équation différentielle d’oscillateur harmonique dont les solutions s’écrivent
sous la forme

f(x) = Asin(kz) + A’ cos(kx) .

Espace 22
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I11.C - Conséquences des conditions aux limites

Conditions aux limites : les deux conducteurs parfaits sont de normale +¢,, la continuité des composantes
tangentielles E, (et E,, de toute fagon nulle par hypothése) se traduit ici par

E(z=0,t)= E(x=L,t)=0  soit  f(0)=f(L)=0.

> Enxz=0:
flx=0) = A" =0
U
>Enz=0L:
fle=L) = Asin(kL) = 0 donc kL = nm (n entier) soit k= %
expr CL

Espace 23

On dit que le vecteur d’onde est quantifié : il ne peut prendre que certaines valeurs appartenant a un ensemble
discret, c’est-a-dire repérées par un entier n.

Pulsations correspondantes :

~ toutes les fréquences ne sont pas des fréquences propres de la cavité, c’est-a-dire qu'une onde harmonique de
fréquence quelconque ne peut a priori pas exister dans la cavité.

Interprétation physique :

kp=—=— soit L:ng.

~> les ondes pouvant exister dans la cavité sont celles pour lesquelles la longueur de la cavité correspond a un
nombre entier de demi-longueurs d’onde.

Les seules ondes stationnaires harmoniques pouvant exister dans une cavité de longueur L
sont celles pour lesquelles le vecteur d’onde vérifie

nmw A

m k=— soit L=n—.

& L 2

L’onde correspondant a une valeur de n est appelée mode propre d’ordre n de la cavité et s’écrit
nmw cnme nm nmwe
En = Eysin (Tx) e e, = E, = Eysin (T.'L‘) cos (Tt + <p) €y

Remarque : le mode propre a dans cette écriture une polarisation rectiligne, mais celle-ci peut étre
quelconque.
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Représentation graphique : voir figure 4.

Deux noeuds sont séparés de \/2, c’est-a-dire qu’un fuseau d’onde stationnaire a une longueur égale a A/2.

conducteur . conducteur
. vide .
parfait parfait

Figure 4 — Premiers modes propres d’une cavité de longueur L.

I11.D - Superposition de modes propres

Pour qu’une onde puisse exister dans la cavité, elle doit vérifier I’équation de d’Alembert et les conditions aux
limites : c’est bien siir le cas des modes propres. Comme 1’équation de d’Alembert est linéaire, alors une somme de
modes propres vérifie aussi 'équation de d’Alembert et les conditions aux limites : ¢’est donc aussi une onde pouvant

exister dans la cavité. On admet que ce sont les seules.

(:c BY-NC-SA 17/17 Etienne Thibierge, 26 janvier 2024, www.etienne-thibierge.fr

Toute onde pouvant exister dans la cavité s’écrit comme une combinaison linéaire des modes propres.

Mathématiquement, pour une onde polarisée rectilignement selon ¢,

E(z,t) = > Egusin (%x) i,
n=1

E(m,t) = Z Ey,, sin (%x) cos (%t + tpn> ey
n=1

L’amplitude Fy, et la phase ¢, du mode d’ordre n sont fixées par les conditions initiales.

Remarque : cette écriture est analogue a un développement de Fourier « version ondulatoire ».
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