‘ 1 TD 10 — Mécanique des fluides Correction

s Description des écoulements

BLAISE PASCAL
PT 2023-2024

Analyse de corrigé

S

Exercice 1 : Ecoulement de Poiseuille plan Q1|R2| ]

> Profil de vitesse;
_ > Opérateurs vectoriels ;
|]|]|][| > Débit volumique;

> Forces visqueuses.

Musculation calculatoire

[Exercice 2 : Du calcul ... VoK 2]
ﬂuﬂ > Opérateurs vectoriels.

On trouve :

grad f1 = y?* €, + (2zy — 2°) €, — 2yz¢,
Y —

d f: +
grad j2 = — x €
(@-y)? " (z-y) "’
grad f3 = — 1tz e /0%, +e7v/0T,
a
On trouve :
— — = —
divVi =232z +y) rot V=0
— — = s s
div V3 = ycos(zy) — zsin(zz) rot Vo = zsin(xz) €, — x cos(zy) €,
divVs =0 rot Vs = 3w,

Champ de vitesse

—

[Exercice 3 : Tornade W 1%1

/ > Profil de vitesse;
ol |] > Divergence et rotationnel.

Par continuité de la vitesse en r = a,

K
wa = — d’ou K = wad?.
a

Voir figure 1. Les lignes de courant sont des cercles.

@) ov-nc-sa | :
[ BY-NC-SA 1/11 Etienne Thibierge, 2 novembre 2023, www.etienne-thibierge.fr


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
www.etienne-thibierge.fr

Correction TD 10 : Description des écoulements Blaise Pascal, PT 2023-2024

- / HMHTTMM
Hlluuu\\“i* j

\

Figure 1 — Champ des vitesses d’une tornade.

Comme v, = 0, on a directement div v = 0, ’écoulement est donc incompressible.

Pour r < a,

— . ldwr?_, 1 N N
rot v = — €, =— X2rwe, =2we,.
r dr r

L’écoulement est donc tourbillonnaire dans le coceur de la tornade. Pour r > a,

—_, 1dK_, =
rotv =—-——¢,=0,
r dr

I’écoulement est donc irrotationnel hors du ceeur.

[Exercice 4 : Houle V2R 2]

/ > Profil de vitesse;
|]|]|][| > Divergence et rotationnel;
> Ondes progressives.

Souvenirs, souvenirs ... Il s’agit d’une onde progressive harmonique qui se déplace dans le sens des x croissants.

| Rappel de PTSI : Le sens de propagation se voit au signe relatif devant k et w.

A Tlinstant ¢t = 0,

benz=0,7 =Hweu,;

>enx=A4onakr=mn/2donc ¥ =Hwe"u,;

benz=\/2onakz=mndonc U =—Huwe*u,.

Le champ de vitesse est donc partout exponentiellement croissant, mais sa direction change, voir figure 2.

Figure 2 — Champ des vitesses de la houle a différentes positions.
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Calculons la divergence,

Ovg n % n ov,
oz Jy 0z

c=>
div v =

= —Hkwe" sin(kx — wt) + 0 + Hkw e sin(kx — wt) = 0.

L’écoulement de la houle est donc incompressible.

Calculons maintenant le rotationnel,

-9
- vz (2, 2
o (2, 2) 0

I O AT — 9 — 81}2 81}1‘ — %_% Py

rotv =VAT = @ A 0 = _8x+8z _<8z o Uy
_%_ v, (x, 2) 0

d’ou on déduit
rot ¥ = [Hkw e** cos(kz — wt) — Hkw e** cos(kz — wt)] i, = 0 .

L’écoulement est donc irrotationnel.

[Exercice 5 : Profondeur de la Seine a Rouen V1% 0]
I]I]ﬂ > Débit volumique.

On raisonne évidemment en ordre de grandeur de vitesse débitante U. Par définition du débit volumique,

Dy
DV:SU:LhU donc h:E_Qm
[Exercice 6 : Robinet V1R 1]
ﬂﬂﬂ > Conservation du débit volumique.

L’eau accélere sous leffet de la pesanteur. Comme elle est incompressible, il y a conservation du débit volu-
mique Sv au cours de I’écoulement : une augmentation de vitesse impose une réduction de section du jet.

En supposant le jet cylindrique, la conservation du débit volumique s’écrit

d2 d2 di\?
(77%) v = (7‘1’%) Vg soit Vo = <d—;> v ~ 3v; .

La vitesse a quasiment triplé.

[Exercice 7 : Transfusion sanguine Q2|R2| ]

/. > Débit volumique;
ol I] |] > Viscosité;
> Relation de I'hydrostatique.
La poche doit étre injectée en une demi-heure, ce qui donne un débit volumique

Q=02L-h™t1=56-10"%m?® s71.
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Le tuyau et laiguille étant cylindriques,

Q
b2

V:cuy = Q

=28-10%m-s7! et Vag=—5 =078m-s"
T™a

Puisque Viuy < Vaig, on peut supposer le sang en équilibre hydrostatique dans le tuyau souple et la poche ... mais ce
n’est pas le cas dans 'aiguille. Calculons le nombre de Reynolds de cet écoulement,

2a Vaig 14

Re = = 160,

ce qui signifie que I’écoulement est laminaire.

La nature laminaire de ’écoulement est essentielle pour pouvoir le décrire par un profil de vitesse
de type Poiseuille. S’il avait été turbulent, le profil d’écoulement (moyenné dans le temps) aurait été

davantage voisin de celui d’un écoulement parfait.

Le sang étant un fluide visqueux, sa vitesse doit étre nulle au niveau de la paroi de 'aiguille, soit

(r:a)zﬁ donc 1—aa®>=0 et a=—.

Relions le débit volumique a la différence de pression.

o= // 73
= az//( ) rdrdf
= /%d@x/ (1—;)rdr

P, — P, 479
7( )Ja X 21 % r— I
dnl 2 a2,
P, —P.)a? 2 g
I Tt i N
Ant 2 4a?
_QF(Pe_P"')a'QX ﬁ_ﬁ
N 4nl 2 4
Q: W(PQS—PS)G4
nl
d’ott on déduit directement
8nl
P.—P=-LQ=89-10°Pa.
Ta

Le fluide étant supposé en équilibre hydrostatique dans le tuyau souple,
P, = Py+ pgH et P,=PF)+ AP.

On en déduit -
pgH — AP = l4
Ta

et ainsi

H=L <8niQAP>76cm.
pg \ma

Pour une description plus précise de I’écoulement dans le tuyau souple, il aurait fallu utiliser le théoréeme
de Bernoulli, cf chapitre suivant ... mais comme la contribution cinétique a la charge hydraulique

tuy

2 /2 =4-10"%m? - s72 est complétement négligeable devant le terme de pesanteur gH = 7,6 m? - s

-2
’

on constate que ce]a aurait compliqué le calcul sans rien changer au résultat.
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[Exercice 8 : Sténose artérielle

—
ol

|] > Débit volumique.

0
Le sang est un fluide visqueux, donc I’écoulement est de vitesse nulle sur les parois de artere. Ainsi,
. 2 ) s 1
v(r=Ry) =0 soit 1—aRy =0 d’ou =7
0

Le lien entre AP et les données de 1’énoncé se fait par I'intermédiaire de la vitesse débitante. Par définition du

débit volumique,
Q= // 7. dS
section

AP R§ 2
= 1-— dr de
477L() // ( R02 rar
APR} [T fto 2
= 0 / dé x / (1 - 7"2) rdr
dnLo Jo 0 R;
_APRE 2t ]
~aL, T2 T arg,
AP R2 2 4
= iy X 27 X R—O — R02
4nLg 2 4R
L APRE (B RE
4’17L() 2 4
Q= T AP RO4
877_[/0
On en déduit
Q AP _, . 8nLoU
U= = R d’ou AP = =T7Pa.
TR 8nLy ° RZ

Par analogie avec une résistance électrique, AP est 'analogue de U = AV (différence de potentiel) et le débit
volumique est ’analogue de l'intensité, qui n’est autre qu'un débit de charge. La différence de pression entraine
Iapparition d’un débit volumique, de méme qu’une tension appliquée a une résistance entraine l’apparition d’un
courant. On peut également faire 'analogie avec la résistance thermique, que nous verrons dans quelques semaine :
une différence de température entraine I’apparition d’un flux thermique.

Tous ces phénoménes qui se décrivent avec un formalisme voisin sont appelés « phénoménes de trans-
port ». IIs recouvrent entre autres le transport de charges électriques, le transport de masse par un
fluide, la diffusion thermique, ou encore la diffusion de matiére (pas au programme de PT).

On déduit de ce qui précede

_ 8nLg

Ry —
H 71'R04

A partir de Pexpression précédente, il vient directement

8L
o '/TRO4

, snL  128)L

Ri = i Roj2) 7 ~ TRE

RH et

Avec les notations de la figure 3, la différence de pression imposée par le coeur s’écrit
AP=Py—Pp=P4y—Pg+Pg—Pc+Po—Pp.

Comme ’écoulement est incompressible, les trois portions d’artére sont traversées par le méme débit volumique Q.
Ainsi, en introduisant les résistances hydrauliques de chaque portion,

AP = RyQ + RyQ + RyQ = (2Ry + Ry)Q

@) ev-nc-sa | .
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pontage

Figure 3 — Schéma de I'artére sténosée étudiée.

ce qui permet d’identifier

144nL

Ry =2R Ry, =—"—.
H,st H + 7TR04

Les résistances hydrauliques sont dites associées en série, ce qui est cohérent avec le fait que le débit est ’analogue
de l'intensité.

La différence de pression est la méme dans les deux cas : en premiére approche, la présence de la sténose ne
modifie pas le comportement du cceur. Ainsi,

Qst _ AP/Rp s __3Bw
Qsain AP)/-RH,saLin 2RH + R/H 2 + 16

~ 0,167.

La sténose réduit fortement le débit artériel, ce qui pose un probleme de santé potentiel.

@ Le pontage est schématisé figure 3. La différence de pression est la méme pour l'artére et le pontage, mais les
débits s’ajoutent.

1 1
Qtot = Qst + onnt = ( + —> AP

RH ,st RH ,pont
Le débit devant étre identique a celui d’une artére saine soumise a la méme différence de pression,

1 1 )AP AP

Qtot = Qsain donc ( - T

RH ,st RH ,pont
On en déduit

TRg TRy TRg . Ry 4 4
— t —_— = .
144nL " 8y x3L  syx3L O 6 12 = Fo
et ainsi
1/4
& = E ~ 0,95.
Ry 6
Forces visqueuses
[Exercice 9 : Glissement sur un plan incliné lubrifié oral banque PT | U 2 | %2 | ]

/ > Force de viscosité ;
ol |] > Lien entre mécanique des fluides et des solides.

Le plus simple est de définir un axe x orienté le long de la pente vers le bas, et un axe y perpendiculaire a la
pente vers le haut.

Le lubrifiant étant visqueux, sa vitesse est nulle en y = 0 et elle est égale a la vitesse V' du solide en y = e. Le
profil de vitesse dessiné étant clairement linéaire, on en déduit

— — 14 —
U =0.(y)€x = zyew.

La force visqueuse F tend a ralentir le solide dans son mouvement de glissement : on en déduit qu’elle est orientée
selon —¢€,. De plus, en notant S la surface de contact entre le fluide et le solide, sa norme est donnée par

Oy

F=nS

e

y=e
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d’ott on déduit

v
F= —nS—7¢,

e

e Systéme : solide de masse M ;

o Référentiel : terrestre R, considéré galiléen ;

e Bilan d_)es forces :

> Poids P =m¢q = Mgsinae, — Mgcosa?i;

> Force de frottement exercée par le fluide : F' = —nS % €

—
> Force de réaction normale du fluide : R = Re, (obligée car le solide ne peut pas traverser le fluide et le plan
incliné! ... et comme il n’est pas en contact avec le support, c’est forcément le fluide qui exerce la force).

N
Théoréme de la résultante cinétique : en notant V = V'€, la vitesse du solide,

—
dVv
M<| =P+F+R
dt
R
soit en projection sur €,
dv \%
M— = Mgsina — nS—
dt e
que l'on peut réécrire sous la forme
dv S
E + ]7\7476‘/ = gSiIlO[ .

La vitesse limite atteinte correspond a la solution particuliére de I’équation différentielle,

Megsin «

Viim = ’I’}S

[Exercice 10 : Déplacement d’un piston a huile oral banque PT | ¢ 3 | 3¢ 2]

/ > Débit volumique;
I]|]|]|] > Force de viscosité;
> Lien entre mécanique des fluides et des solides.

L’estimation la plus simple est

P-P P
P=———=—.
G h h

La section au travers laquelle s’écoule le fluide est une couronne circulaire (un anneau) compris entre les rayons R
et Ry. Elle a pour surface S = 7R — mR?. Le débit volumique vaut donc

P
Dy =948 = ﬂaf(R; —R?).

Raisonnons en coordonnées cylindriques. La force surfacique de viscosité subie par le cylindre intérieur a pour
norme

ov
Fsurf =1 87
r T:Rl
Compte tenu des données a disposition, on peut approximer que 'ordre de grandeur de la vitesse dans l'interstice
est vq et que cette vitesse change sur une distance Ry — R;. Ainsi, en ordre de grandeur,

v ~ Yd = aby soit Fourt =~ 70(131
T Ro— Ry nh(Rs— Ry) = h(Ry — Ry)

or —R,
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En supposant que cette force surfacique est la méme sur tout le cylindre, il vient

27TR10[P1

Fvisq = 27TR1h X Fsurf d’ou Fvisq = ﬁ .
2 — 41

Notons % le vecteur unitaire orienté de la gauche vers la droite de la figure. Le piston est soumis

> & la force F = Fa ezgercée par l'opérateur;

> & la force visqueuse Flyisq = —Fyisq U, orientée vers la gauche car le piston se déplace vers la droite;

> a la force pressante l?p = (P, — P)nR2U = —PinR32 7.

Comme le mouvement du piston est qualifié de quasi-statique, on peut considérer que ces forces se compensent, d’ou

271'R10(P1 2 . 271'R10(P1 2
F————— PR =0 t F=——"—°++PnR{.
R I 17T LTy SOl R I + PRy
[Exercice 11 : Démonstration du profil de Poiseuille V3| % 2]

> Profil de vitesse ;
ﬂ"l]l] > Forces de pression et de viscosité;
> Divergence.

La conduite est invariante par toute rotation autour de son axe, il est donc logique que le champ des vitesses
soit indépendant de la coordonnée angulaire 6. De plus, I’écoulement se faisant dans la direction de la conduite, il
est raisonnable de supposer que le champ des vitesses est colinéaire & ’axe €.

L’écoulement étant incompressible,

v,

9z

divy =0 soit 0

ce qui signifie que v, est « une constante par rapport a z », c’est-a-dire que v, est indépendant de z.

‘\ \ =1
ll \. Fp(Z)
L T T e e S = e T -tz
I I
! i/r Fp(z+dz)
/ i i
/! ; ;
| |
4 z+dz

Figure 4 — Schéma du systéeme (X).

Le systéme (X) est compris entre les abscisses z et z 4+ dz, voir figure 4. Il subit donc

dP
dﬁp = Fp(z) + }—%p(z +dz) = P(2)nr? €, — P(z +dz2)nr? €, = 4 mrldz €,

La portion de cylindre en contact avec des particules fluides de vitesse différente est simplement constituée de la
surface latérale, de surface dS = 27r dz. Ainsi,

d
dl_%visq = n% 2rrdz €, .

Comme (o) est un systéme fermé en mouvement a vitesse constante, alors d’apres le théoréme de la résultante
cinétique, la somme des forces qu’il subit est nulle. On a donc

%271'7“(12 =0

- - - dP
dFp+dFyisq=0  soit — —mridz+1n 1
,

dz
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ce qui conduit bien a I’équation

dv, r dP

dr — 2pdz’

@ Comme v, ne dépend pas de z, dériver par rapport a z ’équation précédente conduit a

d2p dP
@:0 soit gzk:(}te.

Par séparation des variables et intégration entre les deux extrémités de la conduite, on obtient

Py L
/ dP:k/ dz d’ou k:—g.
Po+AP 0 L

Le fluide étant visqueux, sa vitesse est nulle au contact de la paroi : v(r=R) = 0. Ainsi,

dv, AP it /”Zd AP [T d
= —— 1 z = ——
dr 277Lr %0 0 Y 2nL Jr ner

ce qui donne finalement

AP (1?2 R?
v(r)=——|—=— - —
2nL \ 2 2
ce qui permet de conclure
AP
F = 7477[1 (R2 — 7'2)?2 .

[Exercice 12 : Viscosimeétre de Couette cylindrique Centrale TSI 2022 | @ 2 | % 3]

> Profil de vitesse;
|]|]|]|] > Force de viscosité;
> Moment cinétique.

Le dispositif est invariant par translation le long de 'axe (Oz) (effets de bord négligés) et par rotation autour
de ce méme axe, on en déduit donc que le champ de vitesse du fluide ne dépend ni de 6, ni de z, mais seulement de
la distance r a I’axe de rotation :

T =v.(r)€, +va(r)ep.

En utilisant ’expression de la divergence fournie,

a(rv,)

or =0

. 10(rv,) 10y Oy
v == "% T 5

incompr

=0 soit
T

On en déduit que rv, est indépendante de 7, c’est-a-dire ici constante car elle ne peut dépendre d’aucune autre
variable. Ainsi,

rog(r) = K donc vp(r) = —.

Or au niveau des cylindres en r = Ry et Ry la vitesse ne peut qu’étre tangentielle, donc portée par €y, d’ou

K
y(r=Ri) = — =0 d’ot K=0
vp(r=Ry) R 3 ol
expr  CL
et ainsi
’Vr, vr(r):().‘

Il y a égalité entre la vitesse du fluide et la vitesse du cylindre. Ainsi,

’U(T:Rl) = lel et ’U(TZR2) = RQOJQ . ‘
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Grace aux conditions aux limites,
B
AR + — = Rw
TR 1W1

B
ARy + — =R
2 + o 2W2
Multiplions la premiere ligne par Rs et la seconde par R; :
R
AR Ry + 2B = Ry Rowy
Ry
Ry
AR1Ry; + — B = R Rows
Ry

En soutrayant les deux lignes 'une a l'autre, il vient alors

Ry Ry . R? — R? R (R1Ry)?
(}21 - R2) B = RlRQ(OJ]_ — WQ) soit WB = RlRQ(OJ]_ — OJQ) d’ou B = m(wl — UJQ) .

Reprenons les deux équations de départ, en les multipliant respectivement par Ry et Rs :

AR? + B = R?w;
AR} + B = Rjws

En procédant de nouveau par soustraction,

- R22CLJ2 — R12UJ1

A(R}? — R?) = Rfws — R2w;,  dou A R R

Pour une surface solide de normale €, située en z = 0 et un écoulement dirigé selon €, du coté z > 0, voir
figure 5, la force de cisaillement s’exercant sur une surface dS vaut

Ovg

dF =n 0z

(2=0)dS €, .

La situation analogue en géométrie cylindrique est également représentée sur la figure 5, qui donne une vue de dessous
du viscosimétre de Couette (et donc différente de celle de I’énoncé!) pour que le schéma soit clairement semblable.
Par analogie,

- ov
dF = T:(T=R1)d5 €9
e, e,

= —
Fﬂ~>5<)l Fﬂ~>5()l

Figure 5 — Force surfacique de cisaillement. Gauche : géométrie cartésienne. Droite : géométrie cylindrique, le
viscosimetre de Couette étant vu de dessous, contrairement a la figure de 1’énoncé.

Exprimons maintenant explicitement la dérivée radiale de vg. Sous les hypotheses de ’énoncé,

R} (R1R2)?

Acmpome BT TRpompe A
ce qui donne
_ R dvg R dve — R
’l}g(’l”)—A('I"—T> donc d']’_A<1+T2 t W(T_Rl) A 1+R712 =24

Finalement, on trouve bien

dF =27 AdS €.
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La force étant tangentielle au cylindre intérieur, son bras de levier est égal & R;, et le moment vaut donc

dl' =27 AR, dS.

Ce moment élémentaire est subi par une portion de surface dS du cylindre intérieur, et il est uniforme sur ce
cylindre. On a donc directement

F:// dF:2nAR1//dS dott T =2nAR; x 27R,L.
cylindre

En reprenant 'expression de A, il vient alors

RZRS

Le cylindre étant fixe, il faut lui appliquer un couple permettant de compenser exactement le moment des forces
de cisaillement, c’est-a-dire —1I'.

Le couple a exercer est directement proportionnel & la viscosité du fluide, toutes les autres grandeurs étant
connues car controlées par ’expérimentateur. Il suffit donc de mesurer ce couple.
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