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[Exercice 1 : Démonstration de la loi de Laplace C1%R2| ]

_ > Gaz parfait;
il

0 > Manipulation des différentielles.

Deux hypotheses : gaz parfait en transformation isentropique. La loi de Laplace s’écrit

On combine ensuite avec I’équation d’état : d’une part,

RT

et d’autre part

RT\"”
P (nP> = cte d’on ‘ P17T7 = cte” . ‘

D’apres l'identité thermodynamique en énergie interne,

dU ? TdS— PdV ? Cy dT
T Joule

et en remplagant

En prenant la différentielle de I’équation d’état,
VdP + PdV =nRdT .

On déduit alors de la question précédente

VdP+ PdV =—(y—1)PdV  dou [VdP=—PdV.

La séparation des variables donne
dpP dVv

P~V
et par intégration

InP=—ylnV +cte soit InP+~ylnV =cte et In (PV7) = cte

d’out on déduit la loi de Laplace,
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[Exercice 2 : Entropie d'un gaz parfait @2 | 38 3]

> Gaz parfait;
|]|]|][| > Identité thermodynamique;
> Manipulation des différentielles.

L’identité thermodynamique en enthalpie s’écrit
dH =TdS+VdP.

En utilisant la loi de Joule et I’équation d’état,

nRT . dT dP

Par intégration le long de la transofrmation,

dT dP

dS:C'/——nR/ ——

/z’ﬁ PlET 7 P
Sk

Te qr Prap
ss—co [T [ 4
w/SI Tr T Py P

. Te Pr
AS=Cpln T, nR1In b

Différentions ’équation d’état, en supposant n = cte :

VdP 4+ PdV =nRdT

et en divisant & gauche par PV et a droite par nRT (qui sont égaux!!), on aboutit au résultat voulu,

dP AV _dT
P v T

Une méthode alternative consiste a passer au logarithme dans I’équation d’état,
InP+InV =In(nR)+InT.
Sachant que les différentielles se calculent exactement comme les dérivées, on a d(Inz) = dx/xz, et ainsi
P dv._dr
P \% T
Comme souvent avec ce genre de questions, I'idée clé pour bien démarrer est I'analogie entre le calcul

avec les différentielles et celui des dérivées. Pour retrouver les expressions, on peut partir de I'expression
des dérivées et les traiter ensuite comme des fractions de différentielles :

d d d
a(uv):ué—i—vé ~ d(uv) =udv+vdu,
ou encore d )
a(lnx) = ~ d(lnz) = -

On peut ainsi remplacer dans ’expression de d.S,

dP dV dP dP dv
D’apres la relation de Mayer, Cp — nR = Cy. Par une intégration analogue a la question précédente, on en déduit
le résultat voulu

Pr Vi
AS = In — In —.
S CvnPI+CanI
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L’énoncé indique que l'on cherche la forme en P et V de la loi de Laplace, par un raisonnement sur une
transformation infinitésimale. Repartons donc de

dP dv
ds = CV +Cp— 0
1% T
iso-S
Par définition, Cp = vCy, ce qui donne
ar v
PV T

On peut alors de nouveau identifier des différentielles logarithmiques,
dInP)+~vd(InV) =0
d(InP)+d(InV7) =

dInP+InV7) =
d(ln PV7) =

Et ainsi, si la différentielle est nulle, c’est que

In(PV7Y) = cte donc

[Exercice 3 : Transformation polytropique @ 3 | 38 2]

/. > Gaz parfait;
ol I] |] > Identité thermodynamique;
> Manipulation des différentielles.

Commencons par écrire ’équation d’état en fonction de r et v,

PY "k st Po="L gon Pu=1T.
m m M

D’apres l'identité thermodynamique,
Tds=du+ Pdv=cdT.

Or pour un gaz parfait

du = ¢y dT et P=—
v

d’ott on déduit .
ey dT + = dv = ¢dT
v

et ainsi
dT dv
— — —r— =0.
(c—cv) T~
La relation précédente s’écrit
( )dT dv
c—cy)— =1r—
14 T v )

donc en intégrant
(c—cy)InT =rlnv+ cte

ce que l'on peut réécrire

InT —

e P e
Inv = cte soit In (T X v_T/(C_CV)) = cte donc In (U X v_T/(C_CV)> = cte.

c—cy T

On en déduit donc que
Pyl=r/emev) — cte

ce qui est bien de la forme demandée avec

r C—Cy —T .
k=1-— = d’ou k= .
CcC—Cy C—Cy C—Cy

C—Cp
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en utilisant la relation de Mayer sous forme massique.

La relation de la question 1 s’écrit

dr r dv dr dv
—_ _ = 50i pa— —~ 1= =0.
PR 0 soit + (k )v 0

Au cours de la transformation, le travail massique recu dii aux forces de pression s’écrit

dv r

ow=—-Pdv=—rT— d’ou ow = dT.
v k—1

Ona

du = dw+dq = dT =
uTw chv

ler ppe Joule

1 1

e lIsobare : il faut P = cte, ce qui possible si k = 0.

v—1

Ainsi,

e lIsochore : il faut v = cte, et d’apres la relation polytropique
PYEy = cte.
On veut donc 1/k = 0 ce qui est possible si k — oc.

e Adiabatique : il faut dq = 0, ce qui est possible si k = 7. La relation polytropique redonne alors comme prévu la
loi de Laplace (adiabatique réversible d’un gaz parfait).

e Isotherme : d’apreés 'équation d’état, une isotherme se caractérise par Pv = r1T = cte, ce qui est possible
pour k£ = 1.

[Exercice 4 : Propriétés thermodynamiques de I'eau CCP MP 2015 | @3 S 2]

/ > Manipulation des dérivées partielles;
|]|]|]|] > Probléme ouvert.

Voir figure 1. Le point triple correspond & I'unique couple pression, température pour lequel il y a coexistence
stable entre les trois états solide, liquide et gaz. Le point critique est la fin de la courbe de vaporisation : au dela du
point critique, les phases liquide et gaz ne sont plus discernables et forment la phase fluide supercritique.

P

liquide

T

Figure 1 — Diagramme p — T de I'eau.

Le coefficient directeur a vaut

P —Po

= =-1,01-10"Pa-K !
a Tr — 1T, R a
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et 'ordonnée a l’origine b

b=rpy—aly=2,75-10Pa.

Considérons un patineur de masse m = 80kg, pour qui un seul pied est en contact avec la glace. La lame du
patin est un rectangle de largeur ¢ = 5mm et de longueur L = 30cm, soit une surface S = 15cm?. La pression
exercée sur la glace vaut donc

P:%:5-105Pa.

D’apres la question précédente, la pression de fusion de I'eau a T, = —5°C est donnée par
Pras = aTy +b=4,2-10" Pa,

trés supérieure a celle exercée par le patin sur la glace. Ainsi, la pression exercée par le patin n’est pas suffisante
pour faire fondre la glace. Le film d’eau se forme probablement suite a un échauffement local dii au travail des forces
de frottement du patin sur la glace.

L’équation d’état d’un gaz parfait s’écrit

pV =nRT soit pv = —

sous forme massique, avec R = 8,3J - mol~! - K1,

Pour un gaz parfait,

yo BT <5“> __BRT1 v
M p op)r M p? P

ce qui donne bien

XT = —.

@ D’apres la question 4, si la température est constante alors le produit pv est constant et clairement indépendant
de p, ce qui graphiquement se traduit bien par une droite horizontale.

Par définition,
1 /9(pv v X1 ov
v op )r v v \9p )

et comme yr,gp = 1/p on obtient bien
1<3(pv)> _ 4 XT
v Op T XT,GP

Ainsi, si pv est une fonction croissante de p le long d’une isotherme alors

1/0
- ( (pv)) >0 soit XT <1
v\ dp Jrp XT,GP

ce qui signifie bien que le fluide est moins compressible qu'un gaz parfait.

Au voisinage de ce minimum, on peut considérer pv ~ cte, la valeur dépendant de ’isotherme considérée, ce qui
est bien le comportement d’un gaz parfait.

[Exercice 5 : Sécheresse et précipitations intenses Q3 | 22 3]

/ > Identités thermodynamiques;
I]|]|]|] > Changement d’état.

Par définition,

Gy = nv py donc dGv = ny duy + py dny .
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Par ailleurs, d’apres l'identité thermodynamique,
dGy = =Sy dT + VW dP + py dny .
En identifiant ces deux expressions, et sachant que P = Py,, il vient
ny duy + wedry = =Sy dT + Vi dP + ey

et on obtient le résultat voulu en divisant par la quantité de matiere ny, ce qui fait apparaitre I’entropie et le volume
molaires,

\dw = Vinv dPast — Sy dT. \

Deux phases en équilibre ont le méme potentiel chimique, ce qui est vrai ici avant et apres la variation de

température, soit
{ V= HL donc duv = dug, -

pv +dpy = pr, + du

Le résultat de la premiere question s’écrit de maniére analogue pour la phase vapeur et la phase liquide. Ainsi,

Vm,V dPsat - Sm, v dT = Vm,L dPsat - Sm, L drT
(Vm,V - Vm,L) dPsat - (Sm,V - Sm,L) dT
dPsat o Sm,V - Sm,L
dr Vo v — VL

Une multiplication par la masse molaire au numérateur et dénominateur du membre de droite permet de faire
apparaitre les grandeurs massiques, et de reconnaitre l’entropie massique de vaporisation,

dPsas - Avaps

dT vy — UL

que 'on relie ensuite a I’enthalpie massique de vaporisation pour obtenir

dPsat _ AVap h

dr T (’Uv — ’UL) '

En assimilant la vapeur d’eau a un gaz parfait,

V ny RT d7 . TL\/RT RT
= —-—— ou vy = == .
v Psat v my Psat MHQO Psat

Par ailleurs, le volume massique de la phase liquide peut étre négligé devant celui de la vapeur, ce qui donne bien

RT

vy — UL XUy = ——————— .
MHQOPsat

La pression partielle de ’eau est reliée a la pression totale par py,0 = zn,0P, avec P = 1bar = cte. Ainsi,

d(zu,0P)  Avaph y Mu,0 rn,0P

}jdtzo _ Mu,o w0 F Avaph
dT T RT

ot ar - RT?

et en fin de compte

1 d M
TH,O0 _ HZOAvapr
’IH2Q dT RT?

@ Quantitativement, pour zg,o = 0,03 et T' = 288 K on trouve

1 dzm,o
$H2O dT

=6,4-10"2K.

Cela signifie concrétement que la fraction molaire de la vapeur d’eau dans atmospheére augmente de 6,4 % lorsque
la température augmente de 1°C. Ainsi, si la température augmentait de 4°C, la quantité d’eau dans ’atmosphere
augmenterait d’environ 25 & 30 %, ce qui est cohérent avec 'augmentation d’intensité des précipitations prévue par
les climatologues indiquée sur la figure. Bien qu’assez simple et loin de prendre en compte toute la complexité des
phénomenes météorologiques, le modele de Clausius-Clapeyron donne un bon ordre de grandeur.
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