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Cours E4+M5 : Résonance Lycée Corneille, MPSI 2

Commencons par analyser qualitativement quelques phénomenes de résonance pour en dégager les caracté-
ristiques principales.
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. Résonance dans un stade I Poas i

diapasons ! 3 |

Amplitude des marées dans la Manche
... méme principe que les vagues dans la baignoire !
... mais bien d’autres exemples de la vie quotidienne existent : la balancoire, les caisses de résonance des instruments
de musique, piscine a vagues ... et on retrouve aussi les résonances a des endroits ou on ne les attend pas, comme
par exemple les lasers, les montres a quartz, les émetteurs d’ultrasons, etc.

~» ingrédients physiques nécessaires pour observer une résonance :

> un oscillateur + un systéme excitateur, c’est-a-dire un forgage
> la fréquence du forcage doit étre bien choisie pour que ca marche

Espace 1

- On dit qu’il y a résonance lorsque la réponse d’un oscillateur forcé de maniére périodique
@ @ prend une tres grande amplitude pour une valeur particuliére de la pulsation de forcage,
voisine de la pulsation propre (= pulsation des oscillations libres) de I'oscillateur.

Interprétation qualitative : le forcage apporte périodiquement de I’énergie a l'oscillateur, et a la résonance elle est
toujours apportée « au bon moment » pour augmenter ’amplitude des oscillations ... jusqu’a ce que des phénomeénes
dissipatifs ou des non-linéarités viennent la limiter.

~> notre étude va se concentrer sur la réponse des oscillateurs a un forcage sinusoidal en régime établi.

| - Régime sinusoidal forcé

I.LA - Déphasage entre deux signaux sinusoidaux synchrones

Considérons deux signaux sinusoidaux synchrones, c’est-a-dire de méme fréquence :

u(t) = Uy cos(wt + @) et u'(t) = U} cos(wt +¢') .

® On appelle déphasage de u” par rapport a u la différence
Ap=¢" —¢.
o Par convention, on restreint Ag a l'intervalle | — 7, +7].
@ > Ap =0:u et u sont en phase;

> A = 7 : 1’ et u sont en opposition de phase; > Ap > 0,u’ est en avance de phase sur u;

T ’
> Ap = iE :u’ et u sont en quadrature de phase; > Ap < 0, " est en retard de phase sur u.

Graphiquement, le signal en avance de phase est celui qui atteint son maximum en premier.

Le déphasage est relié au décalage temporel entre les signaux,

® @ |A(p|:wAt=2TﬂAt
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Cours E4+M5 : Résonance Lycée Corneille, MPSI 2

At signaux At signaux

--- u(t) = Uy, cos (a)t - %) --- u(t) = Uy, cos (a)t - %)
— u'(t) = U/, cos (a)t+%) — u'(t) = U/, cos (a)t—g)

Figure 1 — Signaux déphasés.

Remarque : le résultat est écrit sous cette forme car il est en pratique plus simple de calculer |Ag| via le
décalage temporel puis d’ajouter le signe a la main.

Démonstration : Notons fy,, et ., deux instants les plus proches ou les signaux atteignent leur maximum.
Alors,

Otmax + @ = 2k

soit "—p =—w(t .. — tmax)
ot + ¢ =2krx v e

ce qui donne le résultat.

Espace 2

I.B - Exemple : the circuit RC is back
e Etude numérique et phénoménologie
Considérons le circuit représenté ci-contre. La source idéale de tension impose un

R forcage sinusoidal,
e(t) = Ey cos(wt),

duc

dr

A Tinstant initial ¢t = 0, I'interrupteur est fermé. Pour que les phénoménes soient mieux visibles, on suppose
que uc(0) = 5V # 0. En utilisant la méthode d’Euler explicite (code en ligne sur le site de la classe, pour le voir

et jouer avec), on étudie numériquement la réponse uc(t) en faisant varier les différents parameétres du forgage e.
Quelques courbes sont représentées figure 2.

e [ C T”C L’équation différentielle du circuit pour ¢ > 0 s’écrit
kj e(t)

1
+ —uc = = —= cos(wt)
T T T

Observations : @
> apreés un régime transitoire de durée de l'ordre de 7, le circuit atteint un régime établi sinusoidal;

> dans ce régime uc oscille a la méme fréquence que e;

> mais Pamplitude et le déphasage de uc par rapport a e dépendent de la fréquence de forcage.

[@) ov-nc-sa | 3/18
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®

[e2] N , . <7 . S e s .
® @ Le passage a la représentation complexe (et a 'amplitude complexe) est une opération linéaire.

A \ e(t) i A \ e(t) i A \ e(t)
% 2\ — uc(?) 2\ uc(t) 2\ EEEmsEs — uc(t)
LIEAWAN/ANE/A V' VIVIINININININIV |
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
t (ms) t (ms) t (ms)

Figure 2 — Réponse d’un circuit RC a un forcage sinusoidal. Pour les trois courbes, 7 = RC = 1 ms, et on fait varier
de gauche a droite la période du forcage : 6 ms, 2 ms, 0,8 ms.

¢ A la recherche d’une expression de uc

Application 1 : Une vaine tentative

On s’intéresse au circuit RC en régime sinusoidal établi, c’est-a-dire a la solution particuliere de I'équation
différentielle. Poser le calcul permettant en principe de la déterminer.

~» une méthode de recherche de solution particuliére plus efficace serait la bienvenue !

I.C - Représentation complexe d’un signal sinusoidal

o Définition

La représentation complexe d’une grandeur sinusoidale u(t) = Uy, cos(wt + ¢) est définie par
E(t) =U, ej(wt+(p) — er(ut

ot j est le nombre complexe de module 1 et d’argument /2 (j? = —1)
et U = Uy, &% est appelée amplitude complexe de la tension u.

La grandeur réelle se déduit de sa représentation complexe :

Un = |Q|

u(t) =Reu(t) = { ¢ =argU

é & & Attention ! Ne pas confondre la barre en dessous qui indique en physique une grandeur complexe avec la
notation de la conjugaison complexe utilisée en maths (barre au dessus). En physique la conjugaison complexe se
note généralement d’une étoile, p.ex. U*.

{5 Un peu d’histoire : La représentation complexe d’un signal trouve son origine dans la formule
d’Euler (1748), qui relie exponentielles et fonctions trigonométriques. Fourier, en 1822, montre que
toute fonction périodique peut se décomposer en somme de sinus et cosinus, puis l'usage des expo-
nentielles complexes s’impose progressivement au XIX® siécle car elles simplifient les calculs. Des
mathématiciens comme Cauchy et Dirichlet contribuent a leur diffusion, notamment dans la réso-
lution d’équations différentielles. A la fin du XIX® siécle, avec le développement de I’électricité et des
télécommunications, Heaviside et d’autres ingénieurs popularisent cette approche, devenue standard
en physique et traitement du signal au XX¢ siécle.

e Propriétés de la représentation complexe

~> l'amplitude complexe d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des amplitudes complexes ... a
condition de considérer des signaux synchrones, ce qui est sous-entendu.

”G 4/18 © Etienne Thibierge, www.etienne-thibierge.fr
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B Pour approfondir : Démontrons-le, en posant u; (t) = U; cos(wt + ¢1) et up(t) = Uz cos(wt + ¢2), et considérons une
combinaison linéaire
s(t) = Aug () + Aua (1) avec A1, Ay = cte.

La combinaison linéaire des amplitudes complexes de u; et u; s’écrit

Ay + dau, = LUy P e + LU, 0?2 ¥ = (4,U; &9 + VU, e92) e

ampl complexe de la somme

qui permet bien d’identifier 'amplitude complexe de la combinaison linéaire par une écriture de la forme S e/?. [ ]

Le passage a la représentation complexe est commutatif avec la dérivation et I'intégration. ®

m
@ Dériver une représentation ou une amplitude complexe
revient a la multiplier par jo, 'intégrer a la diviser par jw.

~> la représentation complexe d’une dérivée est la dérivée de la représentation complexe.

®» Pour approfondir : Démontrons-le. Pour u(t) = Uy, cos(wt + ¢) alors

du . T
Fri —wUpy, sin(wt + ¢) = wUy, cos (a)t o+ 5)

En passant en représentation complexe,

% = Uy & (@1+0+5) = U, % (@1+0) = jo Uy @@ =iy

Tout se passe donc comme si on avait directement dérivé u : la représentation complexe d’une dérivée est la dérivée de
la représentation complexe, les deux opérations sont bien commutatives. Par ailleurs, la derniére ligne de calcul montre
que 'amplitude complexe de la dérivée est bien celle du signal multipliée par jw. [ ]

En corollaire des deux résultats précédents, celui qui nous sera le plus utile :

Une équation différentielle linéaire vérifiée par un signal ’est aussi par sa représentation complexe, ®
et elle prend la forme d’une équation complexe algébrique.

I.D - Fin de I'exemple

Application 2 : Réglons-lui son compte !

En utilisant la représentation complexe, déterminer la solution particuliére en régime sinusoidal établi de
I’équation différentielle

du 1 e(t
—< 4 —uc = Q avec e(t) = Ey cos(wt) .
dt 7 T
Rappels sur le calcul des arguments :
> Le calcul des arguments suit les mémes régles que celui avec les logarithmes, en particulier les produits de- ®

viennent des sommes.
> L’argument d’un complexe z = x + jy n’est donné par

arg z = arctan Y que six > 0!
- x
Six < 0, on fait apparaitre une multiplication par —1 pour se ramener au cas d’une partie réelle positive,

argz = arg ( —(—x —jy)) =arg(-1) +arg( —x —jy) soit argz = 7 + arctan 7,
—— X
>0
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Il - Lois de I'électrocinétique en représentation complexe

Compte tenu des propriétés de linéarité et de dérivation de la représentation complexe, il est possible d’étudier
les circuits électriques directement en représentation complexe, sans passer par une équation différentielle.

I1.A - Loi des mailles et loi des nceuds

® Par linéarité, les lois des mailles et des noeuds
‘s peuvent directement s’écrire en termes des représentations complexes.

I1.B - Impédance et admittance complexe

e Condonstewr_Bobine
R I L I

C
i I i
Symbole —_|— 1 _ | | s "
u U u
Loi d tement Ri = o P
oi de comportemen u=Ri i=C— u=L—
P dt dt
Ecriture complexe U=RI I =jCoU U=jlowl
Impédance complexe 1 .
Zr =R Ze=— Zp =jL
® Z=U/I = %€~ jCw L=
Equivalent basse " .
, résistance interrupteur ouvert fil
fréquence w — 0
Equivalent haute . :
i résistance fil interrupteur ouvert
fréquence w — o

é & & Attention ! Les expressions de Z supposent implicitement les dipdles orientés en convention récepteur.

® En représentation complexe, les lois de comportement des dip6les linéaires s’écrivent toutes

u=Z21I ou I=YU avec Y=

IN] =

Z est appelé impédance complexe du dipdle, Y son admittance complexe.
Z et Y dépendent de la pulsation.

@ En représentation complexe, toutes les lois de comportement s’écrivent comme la loi d’Ohm, mais avec les
impédances complexes.

~> en représentation complexe, tous les circuits se ramenent a des circuits résistifs!
Remarque : raisonner sur les impédances complexes est trés efficace pour I’analyse dimensionnelle.

Exemple :

[Z] = Q donc [L] = [ZL]/[0] =Q-s.

Espace 3
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11.C - Associations de dipoéles

e Impédances équivalentes

2 22 1 1 1
—|— 11
Z. "zt
H Zy=Z+2 Zoqg 4 22
= Yg=Hi+1
Zgg
R Zea
e Ponts diviseurs
Z diviseur de tension : I diviseur de courant ;
1
Uy Zy -
g Zg Uz ? = 7 _Z Iz Zz Yz
- - + = = — = S—
- == I 1. 1 Y+Y%
Zy 2

e Mise en pratique

Application 3 : Circuit RL série

Considérons un circuit RL série alimenté par un générateur de fém e(t)
pression de la tension uy, () aux bornes de la bobine en régime sinusoidal établi, sans passer par une équation
différentielle. Faire apparaitre le temps caractéristique = du circuit (a retrouver, pas a donner par cceur!).

= E,, cos(wt). Déterminer I'ex-

Application 4 : Circuit RLC parallele

Exprimer ’amplitude complexe U en fonction de E et des composants,
sans passer par une équation différentielle. L’écrire sous la forme

1
E.

U=
- 1+..—

1l - Résonance en tension, résonance en élongation

I1I.A - Exemple en électronique : tension aux bornes du condensateur d’'un RLC série

Application 5 : Tension aux bornes du condensateur d’un circuit RLC série

Exprimer ’amplitude complexe Uc en fonction de E et des composants.

R I Rappeler I’expression de la pulsation propre w, et du facteur de qualité Q
d’un circuit RLC série, et montrer que

| bty
9]
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I11.B - Exemple en mécanique : élongation d’un oscillateur masse-ressort amorti

Considérons le systéme masse-ressort ci-contre. Outre la masse m
it) b x(t) dont on étudie le mouvement, le ressort est attachée a une paroi a
laquelle on impose un mouvement sinusoidal

j xo(t) = X cos(wt) (x0 < 0 sur la figure)
m

La masse est de plus soumise a une force de frottement linéaire de
coeflicient A.

1 - Etablir I'équation différentielle vérifiée par x(t) et I'écrire sous forme canonique.

2 - En déduire l'expression de I'amplitude complexe X de la position de la masse en fonction de celle Xy du
forcage. On travaillera a partir de la forme canonique.

I11.C - Etude qualitative

Pour parler dans un contexte précis, on considere pour la suite le circuit RLC ... sachant que des raisonnements
identiques peuvent étre menés sur l'oscillateur masse-ressort. On prend

e(t) = Ey cos(wt) donc E=E eR

~> la phase initiale de uc(t), c’est-a-dire I'argument de U, est directement son déphasage par rapport a e(t).

Limite basse fréquence : @ — 0 ou plus exactement v < wy.

1 UmleC|:E
Uc ~ -E donc —
— 1 (p:argEZO

Espace 4

Limite haute fréquence : ® — +oo ou plus exactement & > wy.

6002 Un = |UC| —0
Uc ~-—E donc —
— w ¢ =argUc = -7

Espace 5

Remarque : pourquoi ¢ — —m et non pas +n ? Cela dépend du signe de la partie imaginaire : en
multipliant par la quantité conjuguée, il est simple de constater que ImUc < 0, donc arg Ue < 0.

A la pulsation propre : » = @

. Un =1|Uc| = QE
Uc = —JQE donc —

@ =argUc = -m/2

”G 8/ 18 © Etienne Thibierge, www.etienne-thibierge.fr
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Espace 6

Allure qualitative de |Uc| en fonction de o :

Intuitions grace au tracé :
|Uc| > La courbe peut éventuellement mais pas forcément passer par un @
maximum, il n’y a donc pas toujours résonance.

> La valeur de Q joue un rdle important : Q > 1 donne une réso-
nance a coup slir, mais on ne sait pas si c’est le seuil (la résonance

n’est pas forcément a w, = wy)

Espace 7

I11.D - Etude quantitative : condition d’existence et pulsation de résonance

On cherche d’une part si la fonction [Uc(w)| admet un maximum, et d’autre part la pulsation pour laquelle ce
maximum est atteint.

~» il va falloir passer par une étude de fonction.

Application 7 : Etude de la résonance en tension

1 - Exprimer |Uc| et identifier la fonction f permettant de I'écrire sous la forme
1
- E,
f(@/w)

2 - Etudier la fonction f sur Ry, et en déduire qu’il n’y a résonance en tension que si le facteur de qualité est
supérieur a une valeur seuil a identifier. Déterminer la pulsation de résonance.

K‘ 9/18 © Etienne Thibierge, www. etienne-thibierge.fr
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Conclusion et généralisation :
La résonance en tension d’un circuit RLC, ou en élongation d’un oscillateur masse-ressort,

n’est pas systématique : elle n’a lieu que si Q > 7
2

La pulsation de résonance est wyes = w41 — 207" qui tend vers la pulsation propre wy pour Q > 1.

Dans cette limite, |Uc(wo)| = QE.

5 i 0
Q=75
Q =0 /ba
¢ 2 S
S O N O =+0.2
= [ < T
8 d =12
1
\(2 =12 771_ \\
0 \é%*
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
w/wy w/wo

A la résonance, 'amplitude de la tension (I’élongation) est maximale,
mais il a un déphasage « quelconque » par rapport au forcage.

é & & Attention ! La valeur seuil du facteur de qualité sur I'existence d’une résonance, Q = 1/V2, n’est pas la
méme que la valeur seuil sur la nature des régimes transitoires, Q = 1/2.

Remarque : La limite Q > 1 est en pratique rapidement atteinte : [’écart entre wg et wygs est inférieur

al%desqueQ > 5.

I11.E - Acuité de la résonance

L’acuité de la résonance est quantifiée par
la largeur de résonance ou bande passante,
définie comme I'intervalle de pulsations Aw telles que

Umax

U(w)| >

> si Aw est petit, elle dite aigue ou étroite;
> si Aw est grand elle est dite large ou diffuse.

Calculer la largeur de résonance nécessite de calculer les deux pulsations de coupure, ce qui dans le cas

général est ici de peu d’intérét. On montre que

1 1 +1 1 1
Wexr = W - — £ = - —
c+ 0 2Q2 Q 4Q2

© Etienne Thibierge, www.etienne-thibierge.fr
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Etude dans la limite Q > 1: Procédons a des développements limités au premier ordre en 1/Q

Wy =W 1+l—co (1+i)
+ = 0\/ —Q— 0 =20

d’ou on déduit

Wo
Aw=wy —w_ = E
Espace 8
Dans la limite Q > 1, la largeur de résonance vaut ®

Aa)=%

La résonance est d’autant plus aigue que le facteur de qualité est élevé.

Remarque : mesurer la largeur de résonance constitue une méthode expérimentale de choix pour estimer
le facteur de qualité d’un oscillateur ... mais pour utiliser la résonance en tension/élongation, il faut
d’abord s’assurer que le facteur de qualité est suffisament élevé.

~>

on peut estimer un ODG en comptant les oscillations en régime libre

Espace 9

IV - Résonance en courant, résonance en vitesse

IV.A - Exemple en électronique : courant dans un RLC série

Application 8 : Intensité dans un RLC série

En raisonnant sur la tension aux bornes de la résistance, exprimer ’am-

plitude complexe I en fonction de E et des composants. Rappeler expres-

R I L sion de la pulsation propre w, et du facteur de qualité Q d’un circuit RLC
série, et montrer que

E
I= R

1+jQ(z_ﬂ)

o w

Remarque : une autre méthode consiste a utiliser 'admittance complexe du condensateur,
I=jCoUc,

et a manipuler Uexpression comme dans I’application 9 pour aboutir a

1
I= Quy CE,
1+J-Q(2 _ @)
o w

ce qui est bien le méme résultat puisque I’on vérifie sans peine que QwoC = 1/R.

”G 1 1/ 18 © Etienne Thibierge, www.etienne-thibierge.fr
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IV.B - Exemple en mécanique : vitesse d’un oscillateur masse-ressort amorti

Application 9 : Vitesse d’'un systeme masse-ressort en forcage harmonique

xo (1) o x(1)
Considérons le méme systeme masse-ressort que précédemment,
attaché a une paroi oscillante :

m xo(t) = X cos(wt) (%0 < 0 sur la figure)

[>
[
=

Montrer que la vitesse de la masse en mouvement a pour amplitude complexe

1

V= Qo Xo .
140 (2 _ @)
o ()
IV.C - Etude qualitative
Raisonnons de nouveau sur 'exemple du circuit RLC.
Limite basse fréquence : v < w
1 E joE I =11 —> 0
I~ — = — donc T
= —jOwo/wR  QwoR o =argl — 5

Espace 10

Remarque : le condensateur du circuit se comporte en interrupteur ouvert dans la limite des basses
fréquences, il est donc logique que le courant dans le circuit soit nul.

Limite haute fréquence : w > w,

1 E Im:ul —0
I~ ——— donc T
- jQw/wy R o =argl — -

Espace 11

| Remarque : c’est cette fois la bobine qui agit en interrupteur ouvert!
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A la pulsation propre : © =

1E In=|I = £
1= 1R donc "R
¢ =argl =0
Espace 12
Allure qualitative de |Uc| en fonction de o :
Intuitions gréice au tracé :
el : ®

La courbe passe toujours par un maximum, quelle que soit la valeur
de Q : il y a donc toujours résonance, la phénoménologie n’est pas
la méme que dans le cas précédent.

Espace 13

IV.D - Etude quantitative : pulsation de résonance

Application 10 : Etude de la résonance en courant

Exprimer |Uc|, et justifier sans calcul élaboré qu’il y a toujours passage par un maximum pour une pulsation
de résonance a déterminer.

Conclusion et généralisation :

La résonance en courant d’un circuit RLC, ou en vitesse d’un oscillateur masse-ressort, ®
a lieu quel que soit le facteur de qualité a la pulsation propre du systéme :
Wrés = Wo-
/2
1.0 7 00 =02
4 \
\
~l
@ 2 2
g = 10 0102
m 0 5 o
L[ q]¢ S-
== ; = ./)
JLl ~——_| Q=75 { 2
- \
—r/2 ——
0.0 ;
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
w/wo w/wo

A la résonance, 'amplitude du courant (de la vitesse) est maximal, et il est en phase avec le forcage.
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IV.E - Acuité de la résonance

Application 11 : Largeur de la résonance en courant

Calculer les pulsations de coupure w. de la résonance en courant, et en déduire la largeur de résonance.

Quel que soit le facteur de qualité,
la largeur de résonance en courant vaut

Aa)—Q

La résonance est d’autant plus aigue
que le facteur de qualité est élevé.

Remarque : Contrairement d la résonance en tension, il s’agit ici d’un résultat exact et non plus d’une
approximation, valable pour toute valeur de Q. La mesure expérimentale de Q est donc plus directe en
exploitant la résonance en courant/vitesse.
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Correction des applications de cours

Application 1 : Circuit RC en représentation réelle

On cherche une solution particuliére sinusoidale, de méme pulsation que le forcage, mais d’amplitude différente
et déphasée,

uc(t) = Uy cos(wt + @)

et on injecte dans ’équation différentielle :
U E
—wUp sin(wt + @) + — cos(wt + @) = — cos(wt)
T T
et il faudrait en déduire Uy, et ¢ ... et on n’est méme pas sur un systéme d’ordre 2 ...

Application 2 : Circuit RC en complexes

L’équation différentielle passée en complexe s’écrit

. 1 1
joUc + -Uc = -E,
- T— T

d’ou on déduit

_ 1
< T+jer
Par définition de la représentation complexe,
Em .
Ucm = |Uc| = —— et ¢ =argUc = —arg(1 + jor) + arg E = — arctan(wr)
A1+ (wr)? -
Application 3 : Circuit RL série
Par un pont diviseur de tension,
jLo jort L

U, = —F = —F avec T=—

— R+jLo~ 1+jor— R
On a alors uy (t) = Uy, cos(wt + ¢) avec

T . . T
Un =|UL| = —= et ¢ =argU, = arg(jor) —arg(1 + jor) + argE = 5 arctan(wr) .

V1 + (w71)?

Application 4 : Circuit RLC paralléle

L’association paralléle de L et C équivaut a une admittance

Xéq = _]CQ) + L_
puis par un pont diviseur de tension
U %4 1
E R+Z, 1+RY,
ce qui donne finalement
U= ! E
= = ] R =
1+jRCow + —
jLow
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Application 6 : Elongation d’un systéme masse-ressort avec forcage harmonique

Systéme : masse en mouvement
Référentiel : terrestre, supposé galiléen
Repérage : origine prise par rapport a longueur a vide du ressort.

Bilan des forces :
> mouvement horizontal donc le poids est compensé par la réaction d’un support non représenté;
> force de rappel du ressort : N

Fo=—k(fy+x—x0—4£)) €x = —k(x — x0) €x .

> force de frottement linéaire : f = —Ax €.

PFD: iz 2 q
mdz; I_7r>+? soit d§+)[dx+kx—kx0
et sous forme canonique
d?x L@ dx N 5
— W)X =Wy X -
"o a 0 = 0p %o
Passage en complexes :
2 o 2 2 23 1
-0 X +jo—X+ ;X = w;Xo d’ou X = Y% X = > X0
SRR T T or ot 2R o =
0 J 1-—+j—
Q ol Quwy

On retrouve exactement la méme forme de fonction de transfert que pour le circuit RLC série.

Application 7 : Etude de la résonance en tension

Calcul du module :

_ 1 _ Em (1 w22 2
el = —— Bas e wee S0 = (=24 (/Q)
( _w_(f) T Qa?

Calculons la dérivée : (u?)’ = 2uu’, soit

f’(x):2x(1—x2)><(—2x)+2><g><1:x(x2—1+

1
1) Z_QZ)

Etude de signe sur R, :

1 1
f(x) >0 = ¥ —14+—2>0 = x2>1- —
202

202

1°r cas : Si Q < 1/V?2, inégalité est vraie pour tout x > 0 donc f est monotone croissante, et |Uc| monotone
décroissante : il n’y a pas de résonance.
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2¢ cas : Si Q > 1/V?2, alors f’(x) s’annule en
Xpes = 41— —

et f passe par un minimum, donc |Uc| passe par un maximum : il y a résonance.

T 0 1-— 2(}22 +0o0
f(x) 0 - 0 +
w 0 wor /1 — ﬁg‘ 400
U,
/ max \
U E 0

Application 9 : Vitesse d'un systeme masse-ressort en forcage harmonique

. jo
K = ]CL))_( = Xo
-2 e T
a)oz QwO
1 o 1 22
jo  joi Qo
1
=00 X
Jo ]
1
V= Quo Xo
140 (2 _ @)
o w
Application 10 : Etude de la résonance en courant
On a directement
1 E
Il = R

2
() o
\/“QZ(OTO‘;)

S’agissant d’'une somme de carrés, |I| est maximal lorsque le dénominateur est minimal, ce qui est le cas lorsque le

Application 11 : Largeur de la résonance en courant

terme entre parentheéses s’annule, donc pour

Posons x = w/wy. Les pulsations de coupure sont telles que
2
1 1 1
Qz(x——) =1 soit (x——):i
X

ce qui nous donne deux équations polyndémiales
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de discriminant .
— +4>0

QZ

d’ou on déduit les quatre valeurs de x solution de I’équation,

1 1 1
x=-|t==%,/=+4
e

Seules les solutions positives ont un sens physiquement parlant, les deux pulsations de coupure sont donc

wo 1 1
Wy = — |£=+ — +4] .
A

On en déduit la largeur de la résonance
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